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现代 自然 科学 和 技术 的 飞速 发 展 ,对 工科 博士 生 的 培养 提出 了 更 高 的 要 求 , 他 们 应 当 具 备 
相当 好 的 现代 数学 修养 和 学 习 研 究 一 些 非 线性 的 前 沿 的 或 跨 学 科 的 科学 理论 的 能 力 . 

为 满足 非 数 学 专业 博士 生 数 学 教学 的 需要 ,根据 课程 教学 太 网 的 要 求 和 近 几 年 兵士 生 的 
具体 情况 ,我 们 在 总 结 多 年 教学 经 验 的 基础 上 ,精心 编写 了 这 本 将 提高 现代 数学 修养 和 学 习 非 
线性 理论 的 基础 知识 这 两 个 目的 有 机 结合 的 教材 . 

本 教材 共 分 为 四 部 分 :第 一 部 分 (第 1 章 ) 为 现代 分 析 数 学 基础 ,主要 包括 抽象 空间 的 拓扑 
结构 .代数 结构 和 测度 结构 以 及 线性 泛 溯 分 析 的 基本 知识 , 除 包含 学 习 本 课程 所 必需 的 预备 知 
识 外 ,也 为 博士 生 进一步 的 后 继 学 习 和 研究 提供 了 一 些 必 要 的 基本 知识 .已 经 有 相当 基础 的 学 
生 可 以 跳 过 这 一 部 分 ;第 二 部 分 (第 2 章 和 第 3 章 ) 是 非 线 性 泛 函 分 析 和 现代 变 分 理论 的 基础 
知识 ,其 中 重点 介绍 了 有 很 多 应 用 的 非 线 性 映射 的 两 种 微分 和 隐 函 数 定理 ; 第 三 部 分 (第 4 章 
至 第 6 章 ) 为 非 线性 动力 系统 的 基础 知识 ,主要 包括 分 岔 和 混沌 的 基本 理论 ,也 重点 介绍 了 研 
究 分 盆 的 奇异 性 理论 ;最 后 一 部 分 仅 用 一 章 介绍 了 分 形 理论 的 基础 知识 . 

本 教材 的 特点 是 :针对 非 数 学 专业 博士 生 已 有 的 数学 基础 和 学 习 本 课程 的 目的 ,选材 精 
当 ; 注 重 相 关 概 念 或 理论 之 间 的 联系 ; 着 重 介 绍 一 些 非 线 性 理论 的 基本 知识 和 现代 数学 的 重 
要 理论 和 方法 ,而 略 去 一 些 较 艰深 的 数学 证 明 ,但 仍 保持 较 严 着 的 数学 体系 . 

编写 本 教材 时 , 除 参 考 了 国内 外 的 有 关 书 籍 和 文献 外 ,还 参考 引用 了 陈 志 敏 教授 和 朱 大 新 
教授 多 年 前 编写 的 有 关 讲 义 . 作为 天 津 大 学 研究 生 数 学 教学 负责 人 之 一 的 曾 绍 标 教授 积极 支 
持 和 参加 了 编写 工作 , 天 津 大 学 研究 生 院 的 领导 和 培养 处 的 有 关 同 志 以 及 南开 大 学 - 天津 大 
学 刘 徽 应 用 数学 中 心 的 熊 洪 允 教授 对 本 教材 的 编写 和 修改 都 给 予 了 很 大 的 支持 和 帮助 ,在 此 
一 并 表示 衷心 的 感谢 ， 

由 于 本 教材 仍 处 于 建设 和 改革 的 过 程 中 ,加 之 时 间 合 促 ,其 中 定 会 有 不 妥 巷 至 错误 之 处 ， 
诚 辐 希 望 使 用 本 教材 的 教师 和 博士 生 提出 宝贵 的 意见 ,以 便 在 教学 中 和 重印 时 加 以 修正 . 

应 用 本 教材 时 ,建议 教师 根据 各 专业 方向 工科 博士 生 的 具体 情况 、 课 时 安排 和 实际 需要 ， 
选 讲 部 分 章节 并 配置 一 些 习 题 ,其 余 一 些 章节 可 作为 学 生 自修 研读 的 内 容 . 

编者 
2005 年 2 月 于 天 津 大 学 
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第 1 章 空间 结构 与 映射 


1.1 映射 与 势 


集合 之 间 的 联系 通过 映射 来 实现 ,映射 概念 在 数学 中 是 基本 的 .本 节 简 述 映 射 的 基本 内 
容 , 并 通过 它 定义 集合 的 势 , 然 后 阐明 可 数 集 与 不 可 数 集 的 概念 :. 

定义 1.1,1 设 4 和 日 是 两 个 集合 ，4 ,B 天 好 .如 果 按 照 某 个 确定 的 法 则 f, 使 得 Y z € 
A Æ B 中 都 月 唯一 确定 的 元 素 y 与 x 对 应 , 则 称 了 是 一 个 从 A 到 B HRR A f: A—B. y 
称 为 x 在 ff 下 的 像 , 记 为 y= f(x). 8 OA FROM f BE X 3.8 290p). 
{1yEB: ITEA s.t. f(x) = y EIOS f BER, i UC). 

这 里 ，Y "表示 " 任 一 "， 卫 "表示 "存在 ",“s.t." 表 示 “ 使 得 ”他 " 表 示 空 集 ， 

定义 1.1.2 两 个 映射 户 f, 称 为 相等 的 ,如 果 它 们 都 是 从 4 SB 的 映射 , 且 对 每 个 IC 
AH fix) 9 fF. A $JB 的 一 个 映射 了 称 为 单 和 时， 车 对 每 个 yEB, 至 名 只 有 一 个 z€ 
A [£183 f(x) = y. 单 射 也 称 为 一 一 的 映射 .从 A 到 B 的 一 个 映射 + 称 为 满 射 ,车 对 每 个 y€E B, 
都 有 至 少 一 个 z€ A IE fí(z)= x. 满 射 也 称 为 映 上 的 映射 或 畦 射 . 若 f: A 一 B 既是 单 射 又 
EWH MI f E A 与 B 之 间 的 一 个 一 一 对 应 或 双 射 . 

设 下 是 从 集合 下 到 集合 Y 的 一 个 映射 ,ACX,BCY. 我 们 用 记号 f(A) 和 f-1(B) 分 别 
SoRSGiy€Yi:drCAst/(x)-ylfüix€ X:f(x)C Bl, 并 分 别称 它们 为 A 在 了 下 的 
像 集 和 B TE f 下 的 原 像 集 . 

车 f: X—Y 为 映射 ,县 ACX, RARE A 中 元 素 按 法 则 了 对 应 到 YY 中 元 素 ,就 得 到 一 个 
A P| Y 的 映射 三 ,当然 f, 在 A 上 的 作用 与 是 一 样 的 ,我 们 称 f, 为 了 在 4 上 的 限制 , 记 为 
flaiA =Y. H ACB HRS S:A—>C Æg: B>C 在 A 上 的 限制 时 ,我 们 也 称 映射 ç 是 映射 
f EB 上 的 一 个 延 拓 或 扩张 . 

# fi:X-X 为 映射 , 且 对 所 有 x 有 f(z)= 工 ,就 称 f J ERES nb Sak 6 fz ph 
射 , 集 世上 的 恒 等 映 射 可 记 为 zx R I, ,有 时 也 简 记 为 L | 

E f: X-—Y fig: Y—Z ABUS h(r)-g(f(x).Vx€ X, n EAX AZ 的 映射 ， 
称 为 5g HRAKIN, iN h = g° f h = gf. 

容易 证 明 下 述 定理 . 

定理 1.1.1 Hb f:X— Y 为 一 个 有 映射, 则 

(1) f 为 单 射 全 存在 映射 g: Y->X, 使 gf = ldz; 

(20 f AROFA h: YX, fE fh = Idy; | 

(32 f Jg — ÓMPWOTEÉEBRSE YX, E rn! r- ld. BA = idy. 

我 们 将 上 述 定 理 中 的 映射 y EROR Xu f: X-= Y BMyRSERAI. DXX SG m f-: 与 
原 像 集 记 号 中 ARRAN. 
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利用 映射 的 概念 可 将 两 个 集合 的 并 与 交 的 运算 推广 , 设 有 一 个 从 集合 4 到 基本 集 X 的 上 映 . 
射 fH vacA.HX 的 唯一 确定 的 子 集 A, = f(a) 与 之 对 应 .我 们 称 !A, :EAI 为 以 4 为 
车 村 入 一 人 和 ,并 分别 和 过 个 人 的 并 与 为 
MA. —-|x€ XidaCA,st.x€A,l, 


ñA, = [z€ X:iVaCA,rC€A,l. 
TE A= 11,2, n] A =N 的 情形 ， UA. 可 分 别 写作 UA 或 U A， QA. 可 分 别 写作 和 A, 


8k (1 A;. 

定理 1.1.2 É fX Y 为 映射 ,A,B,A, (aC A) 都 是 X 的 子 集 , 则 有 

(AC B= /(A)C/(B); 

AUB) 7 f(A)UF(B), 一 般 地 ,有 f(A。)= U CA 

OLANDAN) RA fC OA C ASA). 

定理 1.1.3 b f:X— Y 为 映射 ,ACX, 而 C, D,C, (a€ AAE 工 的 子 集 ， 则 有 

(DCCD CICF ! (D), 

(2) '(CUD)=f''(C)Uf (OD), R38 ,8 F''CUCO- Uf (CC: 

(2f (COD) £^ CODE (0,8988 £P CO CO- DEC): 

(Df '(C-D)-2f '(C)-f "(Dh | 

(5)F COSLA (0]5,X mco -Y-C,[£ (OF -X- £05 

(ACF '[fCA)]; 

(7) FCF (C))CC. EE 

对 于 一 个 集合 ,最 基本 的 问题 之 一 是 它 含有 多 少 个 元 素 . 在 集 元 素 有 限 情况 下 ,把 它们 数 
出 来 就 行 了 ,这 实际 上 是 把 集合 的 元 素 与 某 个 集合 并 ,2,…, n(n EN) 的 元 素 一 一 对 应 起 来 
(这 里 N 为 正 整 数 集 ). 由 此 启发 我 们 定 出 一 个 衡量 任意 集合 售 元 素 “ 多 少 "的 方法 . 

定义 1.1.3 设 4,B 是 两 个 集合 . # ALB 都 是 空 集 ,或 者 ALB 非 空 昌 在 在 从 A Sú B 
上 的 一 个 一 一 对 应 f;4 一 B, 则 称 A 与 B 是 对 等 的 或 等 势 的 集合 , 记 为 A~B,14|=181, 或 
者 AA=5B. 其 中 有 A 或 |A| 表 示 集 A 的 势 或 基数 , 它 是 一 切 与 4 对 等 的 集合 共有 的 一 个 特性 . 
叉车 A 与 B 的 某 个 子 集 对 等 , 则 称 4 SUE ERST B 的 势 , 沁 为 AxBs RESA MA A 
5B 的 某 个 子 集 对 等 但 不 能 与 B 本身 对 等 , 则 称 A 的 势 小 于 B HA, rA A< B RB>A. 

显然 ,集合 之 间 的 对 等 关系 满足 : 

(1) 自 反 性 :A ~ 有 A， 

(HRE E A — B. MJ B— A, 

(GHR E A— B, BC, W A—C, 
因此 它 是 一 种 等 价 关系 .确切 地 说 , 它 是 以 一 些 集合 为 元 素 的 任 一 集合 上 的 一 个 等 价 关系 . 

Z ”在 现代 数学 里 , 集合 X, Y 的 积 集 XxY 定义 为 全 体 由 X 中 元 素 a 和 YY 中 元 素 5 组 
成 的 有 序 对 (a ,5)( 定 义 为 集合 ffal ,1a,51|) 所 形成 的 集合 ,而 集合 X 上 的 一 个 等 价 关系 尺 
定义 为 积 集 针 x 多 二 [Ca ,5):a,bEXI 的 满足 下 列 条 件 的 一 个 子 集 : 

(Va X,(a,a)C R; 
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(22V a,b € X, (a, b)C R—(b,a)CR; 

(3)V a,b, c € X, i(a, b), CO, c) CR (a, c)C R. f 

HHNH ia, b ER, HIE eaR ,并 可 称 a FATE. 此外, 元素 a € X 的 等 价 类 , 记 为 
[aj, 定 义 为 集合 {rEX:(zrz,a)€ERI. 同 时 ,全 体 等 价 类 形成 的 集合 i[aj]:aEXI 称 汶 义 (对 
于 等 价 关 系 及 ) 的 商 集 , 记 为 X/R .在 一 些 特定 的 场合 ,例如 ,两 个 实数 的 差 蚌 整数 时 定 为 是 
等 价 的 ,可 记 相 应 的 商 集 为 及 /也 ,又 如 ,两 个 实数 的 善 是 一 正 数 T 的 整数 倍 时 定 为 是 等 价 的 ， 
可 记 相 应 的 商 集 为 R/T, 参 见 6.1. 

对 于 一 个 集合 4 , 若 存 在 n ENN, 使 得 A 与 11,2,…,n| 的 一 个 子 集 对 等 , 则 称 其 为 有 限 
集 ,否则 称 其 为 无 限 集 .有 限 集 的 势 就 是 其 所 售 元 案 的 个 数 , 空 集 的 势 就 是 数 0, 于 是 势 的 概念 
就 是 有 限 集 元 素 个 数 概念 的 推广 , 它 反 映 出 一 切 相互 对 等 的 集 所 共有 的 特性 .我 们 称 无 限 集 的 
势 为 超 穷 数 , 下 述 定理 是 超 穷 数 大 小 比较 的 基础 

定理 1.1.4(F. Bernstein) 设 4,B 为 两 个 集合 , 若 ASB,E AZB,I À = B. 

证 明 ABE A B= 弛 .由 条 件 存在 f: A 一 B Igi BA 两 个 单 射 ,现任 取 一 个 a 
E4, 则 ce 在 g 下 的 原 像 在 召 中 可 能 不 存在 (此 时 称 a 是 无 前 而 的 ), 也 可 能 是 唯一 的 一 个 元 
素 5( 此 时 称 5 为 a WRIA). 同样 可 考虑 每 个 5EB 在 下 的 原 像 .对 A 中 元 素 e 可 用 这 种 方 
法 追寻 它 的 各 代 “ 前 辈 ”, 则 或 者 到 某 个 A 中 无 前 辈 的 元 ao 处 停止 (此 时 称 a, 为 a 的 祖宗 )， 
或 者 到 B 中 某 个 无 前 辈 的 元 加 外 停止 (此 时 称 b, 为 a 的 祖宗 ), 或 者 这 种 追寻 过 程 没有 尽头 
{ 此 时 称 a 无 祖宗 )， 

依 此 定义 下 列 集合 : 

A = la€ A:a 在 A 中 有 祖宗 | 
B,—ib€ Bib 在 A 中 有 祖宗 |; 
A= laC€A:a 在 B 中 有 祖宗 }，; 
B,-ib€ Bib EB 中 有 祖宗 |; 
A,—7laC€ A:a AMK}; 
B;= lb € Bib 无 祖宗 |， 
则 这 些 集合 互 不 相交 , 且 fla fla 和 gl, 分 别 是 A, 与 Bi ,Ai 与 B,Bz 与 A, 之 间 的 一 一 
XPLORE X h: A—B H 
fla}, aCA, UA;, 
ka= 24 
g (a), aA, 
则 上 是 一 一 对 应 , 故 得 A 一 B, 即 多 =B. 证 毕 . 

定义 1.1.4 凡 能 与 正 整 数 集 NN 的 一 个 子 集 对 等 之 集合 均 称 为 可 列 集 或 可 数 集 .可 数 无 

限 集 的 势 记 为 失 ， | | | 
| 注 AEX P, IA TAE 44258 Fix E ibkd n: 2/7 MNCEAIE)E MEE T 
这 里 的 可 数 集 . 
显然 ,可 数 集 的 任 一 子 集 也 是 可 数 集 . 
出 于 N 的 元 素 可 以 菲 成 一 个 无 穷 序 列 , 故 立 即 可 得 下 述 结 果 . 
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定理 1.1.5 集合 A 是 可 数 集 傅 集合 A 的 全 部 元 素 可 以 排 进 -一 个 无 穷 序 列 . 
基于 无 穷 序列 的 数 学 定义 可 参见 定 六 1.2.8 前 面 关 于 点 列 的 叙述 . 
此 定理 在 证 明 一 些 集合 是 可 数 集 时 很 有 用 . 
定理 1.1.6 1$ A (n— 1,2, ibd n OC S 
S= UA, ? | 
则 S 是 可 数 无 限 集 . 
证 明 由 于 S 包含 可 数 无 限 集 4A, W S 是 无 限 集 .又 设 


A, 一 IG aa aa Ud ,»3-c1,2,:. 


考虑 无 限 阵列 : 


Qu da gum ou 


da US üg dd 


这 个 阵列 含有 SHERE, MAR BT HESS rd Hi PU HER — 2623 H7 : 
AnA ansaa äga A A ay s 
因此 S ETAR. IE. 
出 此 定理 不 难 获得 下 述 推论 ， 
推论 1.1.1 设 4 是 可 数 集 , 且 对 每 个 € A.A, 是 可 数 集 . 若 了 = UA,, 则 丁 是 可 数 
集 ， . 
推论 1.1.2 全 体 有 型 数 之 集 Q 是 可 数 集 . 
WEBB 用 Q' .Q 分 别 表示 正 , 负 有 理 数 集 , 则 
Q-Q' UQ Uiot. 


4 A» |1,2,5,—] ,网 A 是 可 数 集 ,i=1,2,…. 于 是 Q^ = Ü A, 是 可 数 集 . 同 理 可 


证 Q 是 可 数 集 .所 以 Q= Q UQ Uf0| 是 可 数 集 .证 毕 . 

十 面 的 定理 表明 沼 % 是 超 穷 数 中 最 小 的 - 

定理 1.1.7. 任 一 无 限 集 M 包含 一 个 可 数 无 限 子 集 . 

证 明 由 于 MEO LRL, M 中 到 一 元 素 记 为 al ,因为 M 是 无 限 集 , 故 M- la lA, T 
是 在 M- la PAIR- ER a, ,显然 aa ,这 样 进行 下 去 , 设 已 取出 MM 中 五 不 相同 的 
个 元 素 al ,az a ;由 于 M 是 无 限 集 ,M- [aa a E SED ATE M - aj, a, l, 
a, PREE a,i ES al ,a2,… ,as 尼 不 同 ,所 以 ,由 数学 归纳 法 ,我 们 得 出 一 个 由 M 中 
互 异 的 元 素 作成 的 元 穷 序 列 ; a ,a aa 显然, 梨 jala ua， 是 RM 的 可 数 
TRETA E. 

注 本 定理 的 这 一 证 明 是 不 严格 的 ,严格 的 证 明 需 要 用 到 选择 公理 ,在 此 从 略 .此 后 的 某 
些 定理 也 有 类似 情况 ,但 我 们 不 再 一 一 注 明 . 

定义 1.1.5 椒 是 可 数 集 的 无 限 集 称 为 无 限 不 可 数 集 或 篇 称 为 不 可 数 集 . 
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定理 1.1.8 实数 集 R 是 一 个 不 可 数 集 . 

证 明 由 于 可 数 集 的 子 集 是 可 数 集 ,我 们 只 需 证 明 及 的 子 集 [0， 1] 不 是 可 数 集 就 能 得 到 
R 是 不 可 数 集 的 结论 .用 反 证 法 . 若 无 限 集 [0, 1] 是 可 数 的 , 则 存在 一 个 从 正 整 数 集 N 到 50,1| 
的 一 一 对 应 了 ,使 

[0,11 (EOD F062), £2 fF) | 

设 在 十 进 制 小 数 表 示 下 , 7(1) 70.a4 25:7, ENAP a; € 10,1,:5,91, 5, EN, MIR 
b, C (13,8] 7 la D, EC NL BEES. B 寺 0.515,… 一 方面 在 [0,1] 中 , 男 一 方面 又 不 在 |f(1)， 
2) ,了 03),… f) HBPOR B 在 十 进 制 表示 中 形式 是 唯一 的 ,但 对 任 2€ N, Ë b; >a, m 
有 Bf(i)), 这 是 六 盾 .证 毕 . | 

由 映射 f: (0,1)>R, f(e) = tan 7 Dt ge (0,1) 45 R EIE ÁREA (0, 0-3 


RŠ% PER (0, D CELO, TR, EFE RE 8.1.1.4, BEA [0,1] 5i RES. FE A R= ys. , W| 
EE 1.1.8 n[ Ants, o» $3, 
利用 实数 的 二 进 制 表示 还 可 证 明 兴 .是 N DAERESE 2" 的 势 .这 里 ， 我 们 用 2^ 表示 集 A ERE 
集 , 即 A 的 一 切 子 集 构成 的 集 . A 的 者 集 也 可 记 为 XA). 
下 面 的 定理 表明 ,不 可 能 存在 一 个 最 大 的 势 . 
定理 1.1.9 É A 是 一 个 非 空 集合 , 则 24 A. 
WRA 显然 ,4 一 faisaE4aiC24, 故 只 需 证 A 5j 2^ 不 对 等 即 可 . 
假设 A 一 24 ,出 存在 4 353 2^ [BIS — I —— 3 e, B-la€ A:a € pla) CA NB 
€2^ ,从 而 应 有 56E2 使 p(5)= 8B, 但 这 时 ,bEB 或 5 € B SEABER V: 
b€ B-bCo(b)b € B, 
b € Bb € g(b)—5€B. 
这 一 矛盾 说 明 A 不 能 与 2^ 对 等 .从 而 2* > A ERE. 
是 否 存 在 势 8 使 < «58,2 著名 的 连续 统 假设 断言 ,这 样 的 8 不 存在 .已 经 证 明 ,这 一 
假设 对 于 现 有 的 集合 论 公理 系统 是 独立 的 . 


1.2 距离 空间 与 连续 映射 


在 抽象 的 集合 中 引进 匣 离 (度量 ) ,主要 目的 在 于 刻画 集合 中 元 素 的 “任意 逼近 "概念 ,使 集 
合 本 身 成 为 带 有 某 种 结构 的 “空间”, 其 元 京 可 称 为 “点 ". 我 们 将 讨论 琴 离 空间 中 上 其 有 各 种 性 质 
的 点 集 , 也 要 讨论 与 处 理 “ 极 限 " 间 题 紧密 联系 的 映射 的 连续 性 概念 . 

定义 1.2.1 设 多 是 一 个 非 空 集合 ,如 果 一 个 觅 射 4 :Xx XR 满足 下 列 三 个 条 件 : 

(Datr y) =0 H 4(z,y)=0=zx= y, 

(2)d(x,y)=d(y,z3, ` 

(3)d(x.z)md(ix,y)t d(y.z), 
其 中 z,y,z 是 X 中 任意 元 素 , 则 称 d HX 上 的 一 个 度量 或 距离. 

例 1.2.1 Æ R = iz;zm= (zi zi r ) z C RAEixalbu aA 


4.(z.y)= Mai 7 xl 
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d. (z,y)= max |z; =y: |， 


eliet 
则 di, do X d 都 是 R" 上 的 距离 ,后 者 是 通常 的 . 
例 1.2.2 在 [ac,5j 上 定义 的 全 体 连 续 的 实 值 (或 有 时 考虑 复 值 ) PR 3 Pr EX] SE i7 
Cla, b RE X. 
d(x,y)- max | x(1)— yll, V x,y€Cla,6], 
则 4 Æ Cla, am 因为 4 显然 满足 定义 1.2 IFRA) (22, mE B. 
dír,z)- max max | x(1) ^ z(t)| 
S max l|z(z)-y(t)| + lyCe2 7 201! 
< max |z(2) 7 y(z)| + max 1y(2 7 z(t)| 
=d(z,y)+d(y,z), 
Bt 4 也 满足 条 件 (3). 
定义 1.2.2 如 果 在 非 空 集合 天 DEXI-—THIEBGg:XXX-R,W X Sq 一 起 , 称 为 一 
个 度量 空间 或 距离 空间 , 记 作 (不,a) 或 简 记 为 X. X 中 元 素 和 子 集 分 别称 为 {及 ,a ) 中 的 点 {或 
元 素 ) 和 子 集 ， 
例 1.2.3 Æ Cla, blik] 1.2.2 中 定义 的 距离 d 成 为 一 个 虐 离 空间 , 常 简 记 为 
C[a,5]. SEN | 


eG) 7 [180 -yd V z,yECla,b], 


MCa, b], o)tté-—— T ERBEZSIRI. 
1.2.4 设 外 是 任 一 非 空 集合 ,对 任意 的 z,yEX, 定 义 
dz = [T TX. 
l, zy, 
则 易 验 证 (区 ,4d) 是 一 个 距离 空间 , 称 之 为 离散 距离 空间 . 
设 A 是 距离 空间 (X,q) 的 非 空子 集 , 则 a 在 A X A 上 的 限制 显然 是 4 上 的 一 个 距离 . 因 
此 (4 ,4|ax4) 也 是 一 个 距离 空间 , 称 之 为 (X,d) 的 一 个 子 空间 , 简 记 为 (A ， d) 或 4. 
从 已 知 的 距离 空间 引出 新 的 距离 空间 , 除 作为 子 空间 外 ， 还 可 作为 积 空间 . 设 ( od OA 
(X; ,92) 是 两 个 距离 空间 , 令 X= X, xX, HS 


d(Cx, TRET a2) = ([d, (xi y0T * [d,(z; 30101 , V (>, s£), (y .»;,)€ X, 
则 易 验 证 (X,d) 是 一 个 距离 空间 KAX d AX, d RARUS ife 
(X, di) X (X,,d,) 3 X, x X,. 
上 述 空间 的 乘积 可 以 推广 到 多 于 两 个 空间 的 情形 . XXE LR" (nZ92) ARRA n 个 及 的 
乘积 .此 外 , 常 把 R 写 为 R'. 
定义 1.2.3 ”如 果 距 离 空间 (X, Ld.) S OX, d ) 之 间 存 在 一 个 一 一 对 应 f, 使 得 
di(z,y)7di(f(x),f y), V x, y€ Xi. 
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则 称 f EACK d ) 到 (XX; ,d;) 上 的 等 距 映 射 , 并 称 这 两 个 距离 空间 是 等 距 同 构 的 . 

开 集 、 闪 和 集 、 闭 包 和 收 襄 点 列 基 距离 空间 中 的 四 个 重要 的 基本 概念 ,我 们 在 邻 域 的 基础 上 
给 出 它们 的 定义 . 

定义 1.2.4 UE x, 是 上 距离 空间 (和 ,2) 中 一 点 ,s 是 一 正 数 , 则 和 集 

B(z a;8)= [z€ X;d(x,z )< ej 

称 为 以 z, 29 P LEA e 为 半径 的 开 球 ,也 称 为 点 ze 在 (六 ,dQ) 中 的 e 部 域 或 一 个 邻 域 ; 集 
Blxose)= {xE Xid(zr, ro)el 

称 为 以 zo 为 中 心 ,以 为 半径 的 闭 球 . 

“ 球 " 这 个 词 来 源 于 通常 的 三 维 空间 RÓ .在 一 般 的 距离 空间 中 , 它 不 一 定 再 具有 球 的 外 形 
T. | 

注 TERBEPSBIOX.d)m8PÓRA 也 常 称 为 某 点 r € X ñi— 3. EYE DO 使 
Bixa) CA. 

1.2.5 在 Cla,5] 按 例 1.2.2 定义 距离 所 成 的 距离 空间 中 ,车 用 6 表示 [ae ,5] 上 恒 等 
TEORA, W B08;1) 是 所 有 图 像 在 [a ,61 上 严格 会 于 以 横 轴 为 中 心 线 , 宽 度 为 2 的 矩形 区 
域 里 的 连续 函数 的 全 体 . | 

例 1.2.6 TERTIBGBP IB] X (P. AUR e€ (0,1], W B(z ;e)= |z t; MAR e 21, JU 
B(xzo;E) 是 整个 空间 KX. 

定义 1.2.5 RAE, d ITR, E 2C A BUfgxke—4 p B(xie) CA BIS r% 
A 的 一 个 内 点 . 若 x€ AS, EXE IS Blr CAC, MEE z 为 A 的 一 个 外 点 . 若 zEX 既 
JE A 的 内 点 也 非 4 的 外 点 , 则 称 z A 的 一 个 边界 点 . A 的 内 点 全 体 称 为 上 & 的 内 部 , 记 为 
4" .和 4 的 外 点 全 体 称 为 4 的 外 部 , 记 为 十 .4 的 边界 点 全 体 称 为 4 的 边界 , 记 为 A^. 

显然 ,对 任 一 AC(X.,d),X=A UA UA. 

EX 1.2.6 WA JÉ(X,dMÉ— F TE, A-A BAHE zC A 存在 B(xyejCAle 
>0) , 则 称 A (X d) PE — FEE; A X - A 是 (Xda 中 的 开 集 , 则 称 A CX La) 
的 一 个 闭 集 ， 

容易 证 明 , 距离 空间 中 的 任 一 开 球 B(zie)( 闭 球 BC PRENER) ,这 反映 了 它 
们 的 名 称 中 用 字 “ 开 { 了 闭关 的 合理 性 . 

例 1.2.7 在 R rp, ib a,b CR HU a cb, MAKE Qa, b) ETE PLC ST [ a ,8] 是 闭 
集 ,而 La ,5) 既 不 是 开 集 也 不 是 闭 集 . | 

例 1.2.8 EX DPR X EARE titoa, (n C N), e 适合 

0c ec min d(z, ,2;), 
BW BG ie)5 zl, i91,2, n BEDERE X rpfE-—FARBEROTAR V RAS, 

定理 1.2.1 (X, d) PGTHR R 8 FU — FER; 

(0X 与 好 是 开 集 ; 

(2)A 与 孔 是 开 集 一 4 门 吾 是 开 集 ; 

(3)A, (A€ 人 4) 都 是 开 集 > UU A, 是 开 集 . 

证 明 64) 由 邻 域 及 内 点 定义 可 知 ,于 中 每 一 点 都 是 X 的 内 点 , 故 X ENE. 空 集 的 内 部 
是 空 集 , 故 空 集 也 是 开 集 ， 
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(233x» AC) B C LIH COARUBCAETEAR E ABA DL A 5 B 是 开 集 , 故 对 任 一 x 
AQB, FE B( x;e, )CCA, Blz, e) CR, FÆR e  min(e,,e,2, SER Blr; CA, B( mie) 
CB, lik BCx 3e) C ACH B, z EAP B 的 内 点 ,所 以 A 门 B Er. 

(XHE— =€ UA, ,存在 A € A Bl € A, .又 因 4 是 开 集 ,存在 Brie) C A, ,从 而 
B(zie)C UA, B x J& U A, 的 内 点 .所 以 UA 是 开 集 . 

根据 定义 1.2.6, 并 利用 De Morgan 公式 容易 得 出 如 下 定理 . 

定理 1,2.2 (XX,d) 中 的 团 集 具有 下 列 三 性 质 : 

(DX 5e 是 闭 集 ; 

(2)A S B 是 闭 集 二 A UB 是 闭 集 ; 

(3)A,(4E4) 都 是 闭 集 > QA, RAR. 

定义 1,2.7 RAR 40g F TR r€ X IIR Ve DO,BOS ONA -i DEE, 
则 称 z 为 4 的 一 个 聚 点 .A 的 全 体 聚 点 所 成 集合 称 为 4 的 导 集 , 记 为 A. HE AU A? 称 为 4 
HAE AA A-A 中 的 点 称 为 4 的 孤立 点 . 若 4 是 无 孤立 点 的 闭 集 , 则 称 A 为 一 个 完 
4E. 

HFX, d)PW4-F88 A 与 BB, 若 ADB, RAI A 在 B 中 稠密 .特别 , 若 ACX, d)E 
X PRE, UE 4 Je X 的 一 个 筒子 集 . 另 一 方面 ,当世 的 内 部 是 空 集 时 , 称 4 RE(X a PES 
朴 子 集 ,或 说 A 是 无 处 稠密 的 或 是 朴 朗 的 ， 


显然 ,有 理 数 集 Q 是 R WATA A= [1,3 3,1, e 的 政子 集 , 它 有 一 个 唯 


一 的 入 点 0 人 A. 
下 面 的 例子 给 出 一 个 著名 的 玖 朗 的 完全 集 . 


例 1.2.9 Cantor 三 分 集 A, 的 构造 过 程 如 下 : 将 闭 区 间 [0,1] 用 分 点 志 , 子 三 等 分 , 删 去 
中 间 的 开 区 间 G? = {入 , 子 ), 剩 下 两 个 闲 区 间 1。~ [0,1], [2.1] teo 1 imm 
下 的 两 个 闭 区 间 分 别 再 三 等 分 ,再 分 别 删 去 中 间 的 开 区 间 : GP = (3.2) GP - (5.5). 
剩 下 四 个 闭 区 间 : Jw [0.3]. = [$3 ]-In = [$8 ] ,me=[ 刘 ,可 -其 长 度 均 为 二 ,如 
此 继续 进行 下 去 ,在 第 n 次 三 等 分 时 期 去 2"…! 个 开 区 间 ( 称 为 第 n 级 区 间 ) 是 : G” = 
($3 peP = (E). G = (822,3 1] mr 2 个 闭 区 间 1w.6,…, uc: Ë 


长 度 均 为 二 ,n=1,2,…. 这 样 便 得 到 所 谓 Cantor 三 分 集 A, 与 Cantor 开 集 G, (ARME 
开 区 间 之 并 ): 
G= GP UGP UGP U--UcGi" UGP U--U cim U- 
A, 7[0,1] - G, = [0,1](1 GE. 
Cantor 三 分 集 A, 有 如 下 性 质 : 
(DA, 是 完全 集 .因为 A, 是 闭 集 ,只 需 再 证 Ao RAMA, B ACAL 由 A, 的 定义 
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知 ,在 第 n Uc de 2" ! 个 开 区 间 后 , 剩 下 的 2" TARARKEN Hn -1,2,…, 记 这 2* 个 


闭 区 和 闻 为 1. (;€ 10,11, 27 1,2, n) ,于 是 YrEAos>0, 总 有 正 整数 N 存在 ,使 志 
Xe, H z€ & Liu MA LL CBC). BARE LL... 的 两 个 端点 都 是 属于 A 的 


A ECB (xe) jeD Y AÓ BI C AS. XX ULH] A CAL 

QA, 是 朴 朗 集 . 因 Ao = A, 不 能 包 售 任何 内 点 ( 香 则 ,有 某 个 z€ AS 及 一 个 正 数 =>0， 
使 得 B zie) CA, ,但 如 (1) 中 所 得 ,zE 某 个 二 而 贡 CCB(zie), 工 中 间 的 占 三 
分 之 一 长 度 的 开 区 间 含 于 Go, 砍 有 Brio NGA kE B(z;e XC A, TED. FAA, 是 
HIE. 

由 (1)、(2) 知 ,Cantor 三 分 集 A, ER p Bises Se. 

容易 证 明 下 述 定 理 . 

定理 1.2,3 WE A 是 (XX,d) 的 一 个 于 集 , 则 

(DA-AUA!'; 

(2)À 是 闭 集 ; 

(3)A 是 闭 集 全 4 = A. 

EH 1.2.4 (X,d)'PRIBLEUR FAPI: 

(1) = gi; 

(2)ACA; 

(JÄ =A; 

(4)AUB- AUB. 

AR X 'P89— T 2621 xa FII CERCA TF 90, RERAUEPDRUE HE N 到 X 的 映射 . 通 
俗 地 说 , 若 NX 是 映射 , 则 称 

FO FO), fons 

A X 中 一 个 点 列 , 常 记 作 fz Iu xix XP xr = f(n),n= -1, 2,- 

定义 1.2.8 Wix,l. dé Xd) PTA, rcx. E neo ER dr, zo) 0, 则 称 
x= 为 | xz, 1} .1 的 一 个 极限 点 ,或 称 1z,1 ,> 收 伍 到 点 zo, 记 为 <. Cmm) ;或 lim Z, X9. 

Z E VERI, ER lB] rue Ot e P EHE s JE — 9. | 

定理 1.2.5 (X, DRTE A 以 zo 为 聚 点 千 存 在 一 CP Eo LI A- Exo PRR 
点 组 成 的 后 列 ， 

定 光 1.2.9 (X, Jih T 8 A 称 为 是 有 界 的 ， E Beno, 使 得 

AC B(xgie). 

易 证 在 (下 ,a) 中 , 集 A A Redam A< +o, IER iam A ROSA 的 直径 ,定义 为 
isupld(x,y):r,y€ Al, M AsEZ, 
0, NM Ag. 

显然 EAI E, E s ak IA Em ;nxnEN| 是 有 界 的 ,反之 不 一 定 成 立 ， 
”下 面 ,我们 把 数学 分 析 中 连续 函数 的 概念 推广 到 距离 空间 上 . 
定义 1.2.10 Ut X, Y 是 两 个 距离 空间 ,f:x 一 了 ERA, z € X. 如果 对 f(zxo) 在 Y 


diam A — 
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中 任 一 给 定 的 邻 域 BFzoieife>0) ,存在 zo 在 三 中 一 个 邻 域 B(zo38)03>0) ,使 得 
Broi8))CBCRCzojieh， 
MP f 在 点 x。 连续 ,者 了 在 X 中 每 一 点 连续 , 则 称 XY 为 连续 映射 . 
我 们 路 去 证 明 而 指出 下 述 结 论 ， 
定理 1.2.6 设 (XX,d1),(Y,d;) 是 两 个 距离 空间 .对 于 映射 f;: 久 一 了 ,下 列 五 个 条 件 两 
两 等 价 : 
(1) f EER ; 
(2) 中 的 每 一 开 集 在 六 下 的 原 像 都 是 X 中 的 开 集 ; 
(3}Y 中 的 每 一 闭 集 在 fF 下 的 原 像 都 是 多 中 的 闭 集 ; 
(4)f(A)C ICA), VACX, 
(5E X PAJ e, es 六 化 于 点 € X, WE YPAS C n us AFA fz). 
4EX 1.2.11. 设 了 是 从 距离 空间 X 到 距离 空间 Y ARI, QC X. f EO 上 连续 , 若 f 
EA PRAE: FED E—SORS E V 20, 5>0, 使 得 只要 x,,5,€09g d(x,, 
z,)€8 W, RE dCf n). fire. 
在 实数 集 里 — AAIE H AV 5 8 P] JE Cauchy FA, xx Sc Es E BT Scd bb së 
备 性 ,现在 把 有 关 概 念 椎 广 到 距离 空间 上 来 . 
ENX 1.2.12 (X, dP EUM Ex, ja 为 一 个 Cauchy EP, 2058 V € 0, dx, EN, iE 
得 
d(x,,z,)&&,V n, Mn. 
EX, dT M 中 的 每 一 Cauchy 序列 都 收 伍 于 M 中 的 点 , 则 称 M 是 完备 的 ; (X La) 
本 身 是 完备 的 ,出 称 (X ,32) 为 完备 的 距离 空间 . 
显然 ,空间 R” 是 完备 的 . 任何 离散 空间 也 是 完备 前 . 非 洁 备 空 间 在 庶 用 上 往往 不 方便 , 例 
如 在 这 种 空间 中 ,方程 可 能 无 解 . 存在 确定 的 方法 能 使 非 完备 的 距离 空间 完备 北 ,方法 的 实质 
是 把 所 有 的 Cauchy 序列 作为 新 的 元 素 增 加 到 原 空 间 中 去 . 
在 完备 的 目 离 空间 中 ,我 们 有 下 述 重 要 的 不 动 点 原理 . 
定理 1.2.7(Banach 压缩 映射 不 动 点 原理 ) 设 (X,d) 是 完备 的 距离 空间 , FEX X E x 
上 一 个 压缩 映射 , 即 存在 一 个 常数 a € [0,1)( 称 为 的 压缩 比 或 压缩 率 ), 使 得 
d(f(x),f(y))ad(x,y), V z yC X, 
风 存 在 唯一 的 点 z€ X E f(z)—- cr SR x= A f RA. 
证 明 EEFE. i—i nex, AR DL EH UE EXE 38 sk 
z, = f(z=,),n=0,1,2,: 
Pk — T XS ATI x ss. — P— 得 到 
díx,. +p , z, ) = dCf(z, uif Gr, 2) 
Sad (Tarp HQ) 
Sa d(x,. 2 tn) 
ad aps Xo) 


Ka” [d(x, TJ *d(x,4 1X, 2) +... 十 如 (zi ,To)] 
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pat tar 2 + + + l)d(xzi,za) 
< dion), | 
El a€[0,1) MUR d(z,, , x )0(n—99), Bl] z. 1,34 E: Cauchy 2]. ER (X d) ZE, iA 
FARATA z€ X. PRA 
d(z,f(x)!md(x,r,)td(f(iz,. 9, f(z)) 
SdF, En) tad(lr,_ 1x) 
一 人 (2 一 co ) ， 
得 出 d(x ,f(2)) -0, B f(x) x. 

BRUuEME—fE. WRA x^ € X JE f(r')-xr RI 

d(x.r')-d(f(x),f(x' Dad(z,x'), 
ATUS d(z,r')-20,B] z= r". WEE. 

HEHHEE HH , ME pA AR, REN BARATA. 

连续 函数 在 有 限 闭 区 间 上 有 一 些 很 好 的 性 质 , 例 如 有 界 和 达到 最 大 值 和 最 小 值 等 等 ,为 考 
庶 连 续 炭 射 在 虑 高 空间 子 集 上 相应 的 性 质 ,我 们 需要 紧 集 的 概念 . 

定义 1.2.13 设 4 是 (和 ;qd) 中 一 个 子 集 , 如 果 A 中 任 一 无 穷 点 列 都 有 一 子 列 收 租 于 天 
中 一 点 , 则 称 A 是 列 紧 的 .如 果 收 第 子 列 的 极限 点 都 属于 A , 则 称 A JE BARI CX Ld Ys 
身 是 列 紧 的 , 则 称 之 为 列 紧 空 间 . 

显然 ,距离 空间 中 有 限 子 集 总 是 列 紧 的 . 列 紧 的 空间 一 定 是 完 兽 的 ,但 反之 不 一 定 成 立 ， 

定理 1.2.8 若 4 是 (和 ,dz) 的 自 列 紧 子 集 , 则 A 是 有 界 闭 集 . 

证 明 车 A 是 空 集 , 则 A 是 有 界 闭 集 . 现 设 A 非 空 . 若 A 是 无 界 集 , 则 易 证 A 必 会 一 个 
每 两 点 距离 都 大 于 一 固定 正 数 的 无 穷 点 列 ,这 个 点 族 没 有 收敛 子 列 ,因而 与 A 的 列 紧 性 矛盾 ， 
因此 A 必 有 界 .再 证 A EAE, RREI ACA. WME ATRA, H| A 是 闵 集 . 若 C A EA 
的 聚 点 , 则 从 定理 1.2.5 知 A — lal PIEU a 为 极限 点 的 收 敏 点 列 ,于 是 由 A 的 自 列 紧 性 
Hha CA. AZ ACA. WE. | 

由 此 定理 易 见 , 列 紧 集 必 是 有 界 的 .然而 有 界 集 不 必 是 列 紧 的 ,例如 , 开 区 间 (0,1)? 本 身 作 
为 距离 空间 , 它 是 一 个 有 界 闭 集 , 但 不 是 列 紧 集 . 显 然 , 列 紧 空 间 中 的 闭 子 集 . 一 定 是 自 列 紧 的 . 

此 外 ,我 们 不 加 证 明 地 给 出 下 面 两 个 定理 ， 

定理 1.2.9 在 完备 的 臣 离 空间 中 , $E A 是 列 紧 的 ， , 当 且 仅 当 A EHEAR REEN Ye 
>0 存 在 A 的 一 个 有 限 e 网 ). 

È 这 里 A 的 一 个 有 限 e 网 是 指 空间 中 有 限 个 元 素 % ys > ,使 得 AC OBG, ie). 

定理 1.2.10 在 距离 空间 中 , 集 A RAIRA, SBA A 是 紧 的 . 

其 中 "里 "的 定义 如 下 , 它 是 用 “覆盖 "而 不 是 用 “点 列 " 来 描述 的 . 

MEX 1.2.14 UA JE(X,a)BJ— T FR. RUR IG, ac hl 是 久 的 一 族 开 集 ,使 得 AC. 
UG. , 则 称 此 开 集 族 为 A 的 一 个 开 覆 盖 ; 仅 包含 有 限 个 开 集 的 开 覆 益 称 为 有 限 开 秆 盖 , 如 果 
A 的 一 个 开 覆盖 的 子 族 仍 是 A 的 一 个 开 覆 羡 , 则 称 之 为 原 开 覆 盖 的 一 个 子 履 族 , 若 A 的 任 一 - 
开 覆 次 都 有 一 个 有 限 子 覆盖 , 则 称 A 2b X 中 的 紧 集 . 若 (X,d) 本 身 是 紧 的 , 则 X 称 为 紧 空间 . 

现在 可 以 用 下 述 定 理 给 出 一 般 列 紧 距 离 空间 上 连续 映射 的 几 个 基本 特征 ,证 明 从 略 . 
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定理 1.2.11 Ub f£:X— Y 是 从 列 紧 距 离 空间 X 到 距离 空间 Y 的 连续 映射 , 则 
(OD FOOD Y BERE; 
(2M Y =R' 时 ,了 上 有 界 且 能 在 X 中 的 点 上 达到 最 大 值 和 最 小 值 ; 
(3) f 是 一 致 连续 映射 , 即 Ys>0,36>0, 使 得 只 要 d (xy) 0B d CFGO FC) 
<e xH d.d, 分 别 表示 X, Y 上 的 距离 函数 . 
下 面 就 最 常见 的 畏 数 空间 C[a ,2 给 出 判别 列 紧 子 集 的 条 件 , 它 对 物理 问题 中 的 积分 方 
程 和 微分 方程 的 研究 是 有 用 的 ， | 
X 1.2.15 iW A 是 定义 在 区 间 [a ,5] 上 的 一 个 函数 集 ,如 果 有 一 常数 M 0, 818 
up | f(z) SM, VfCA, | 
则 称 A 是 一 致 有 界 的 .如 果 对 任何 >0, 存 在 省 >0, 使 得 只 要 | zi l8, 7; E la, b], 
就 有 
| fx) firl «e, V f€ A, 
则 称 A 是 等 度 连 续 的 . 
定理 1.2,12(Arzela-Ascoli】 函数 集 4CC[a,5] 列 紧 的 充分 必要 条 件 为 A 是 一 致 有 界 
生 等 度 连续 的 ， 
证 明 从 路 ， 村 参 见 放 斯 铁 尔 尼克 与 索 伯 列 夫 闭 《 泛 函数 分 析 概要 ?第 64 页 ， 


1.3 勒 贝 格 积分 与 测度 


勒 员 格 积分 理论 发 展 了 歼 昌 积分 理论 , 拓 广 了 可 积 函 数 类 ,也 大 大 减弱 了 对 积分 与 极限 换 
序 的 限制 条 件 , 从 而 有 更 广泛 的 应 用 范围 . 

鞠 贝 格 积分 的 基本 思想 是 ,舍弃 获 皮 积分 定义 中 对 函数 f 定义 域 进行 分 划 的 方案 ， 改 成 
分 划 包 售 的 值 左 的 一 个 区 间 , 函 数值 属于 同一 子 区 间 的 所 有 的 点 z 构成 区 间 [a ,6 的 一 个 
子 集 , 不 一 定 具 有 区 间 前 形式 ,而 [a ,5 成 为 若 于 这 种 子 集 的 并 集 . 于 是 在 每 个 这 种 子 集 上 画 
数值 都 相差 很 小 ,可 用 其 中 任 一 点 函数 值 靳 以 子 集 的 “长 度 ", 再 求 和 ,并 用 和 式 的 极限 作为 积 
分 值 . 

为 了 实现 这 种 想法 ,需要 研究 和 解决 的 一 个 向 题 是 必须 把 区 间 的 长 度 概念 推广 到 相当 一 
般 的 数 集 上 (把 这 些 存 在 "长度" 的 数 集 称 为 可 测 集 ), 另 一 个 问题 就 是 要 求 硝 数 f 具有 下 述 性 
质 : 对 任何 实数 c,d, 8$ E(c < fd) Ix€la,b]:c« fCx)sd 是 可 测 集 , 称 这 种 函数 为 可 
测 函 数 , 我 们 将 对 可 测 函 数 建立 勒 贝 格 积分 ,还 要 讨论 可 测 函 数 的 种 种 性 质 . 

这 里 ,我们 从 实数 空间 R 中 开 集 的 构造 出 发 ,介绍 R 中 凋 测 集 和 及 上 可 测 函 数 以 及 勒 贝 
格 积分 的 基本 概念 ,再 介绍 一 般 测度 的 概念 . 

容易 证 明 ,在 虐 离 空间 中 任 一 开 集 是 开 球 的 并 集 .而 在 R 中 的 一 个 开 球 就 是 某 个 开 区 间 . 

设 G 是 R 中 任 一 非 空 有 界 开 集 ， 则 对 于 任 一 z€ G. EE B] (a, b.) E z€ la, 
56) 过. 特 所 有 这 种 合 x 的 开 区 间 (a. ,5,) 的 并 集 记 作 U, W UCG, HE U, 是 端点 不 再 属 
+G 的 开 区 间 . 

定义 1.3.1 设 有 界 开 集 GCR 包含 开 区 间 (a,p) ,而 端点 wa, 80 É Ga<8, 则 称 (o,B) 
是 G 的 一 个 构成 区 间 
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我 们 不 难 证 得 下 述 定理 , 它 给 出 了 RR 中 开 集 的 梅 造 . 

定理 1.3,1 É G FE R rP3EZS 8 RT SEL M G 可 唯一 地 表示 为 可 数 个 互 不 相交 的 构成 区 
间 之 并 , 即 G= Ü (a. A) ,其 中 m 为 一 正 整数 或 co , 且 对 每 个 &, 有 a, B. € G. 

对 于 R 中 无 界 开 集 ,上 述 定理 的 结论 本 质 上 也 是 正确 的 ,只 是 要 允许 a 或 8 被 - oo 或 
+ oft. 

这 样 ,对 于 R 中 任 一 开 集 G, 它 的 可 数 个 构成 区 间 长 度 之 和 是 一 个 非 负 广 义 实数 值 ,是 唯 
一 地 确定 ,我 们 把 它 记 为 1G| 或 G , 称 它 为 G 的 测度 . 

这 里 对 广 文 实数 略 作 介绍 :; 称 良 =(- ,+c)U1-colUi+oeol 为 广义 实数 集 ， 规定 
+ co 与 实数 zf — co< +< + oo) 的 代数 运算 如 下 . 

(DIME :x (i oo)= (ie) +xr=(+ceo)+(*oo)= +o, 

(2): x- (F ooy=(Ttoe)- z=(+>o)-( o )= t oo, 

(3328. ( + 00)( £00) — +co;(+oo)( £oo)= — eo, 


to, M rp», 

x(to)-(to)r-4 0, 当 x=0, 
Yo), Mb rx. 

z _, t9 jt99 Mb x0, 
(OWke uoo a VT 


注意 运算 式 (二 ce)+ (30), (£9) - (E90), 257 E, 205, OMERA. 

最 初 人 们 希望 在 R 上 能 建立 这 样 一 种 测度 y, 它 能 满足 如 下 的 要 求 : 

(1) 对 R 中 每 一 子 集 玉 ,EE 的 测度 pwE 是 一 个 广义 实数 值 ; 

(DWE y 是 区 间 长 度 概念 的 推广 , 即 若 E 是 某 个 区 间 , 比 方 说 [a ,56] 或 (a,5),a<<5, 则 
pl 一 已 一 站 

《3) 测 度 pe 具有 可 数 可 加 性 , 即 若 {E,} 是 RR 中 一 列 互 不 相交 的 子 集 ,每 个 EE, 有 测度 jE , 


Bil Ü E, CAW, B (Ü E, )= SO BE, 
ETSI z=} zel 


《4) 测 度 x 具有 平移 不 变性 , 即 若 EC R 有 测度 pyE, 对 于 任 一 取 定 的 yC R£ E+ y 
(odxrty:ir€ ED] (E +y)= uE. 

但 后 来 人 们 发 现 尺 上 测度 ¿ 同时 满足 上 述 四 个 条 件 是 不 可 能 实现 的 ,因此 只 保留 后 三 个 
条 件 ,这 样 得 出 的 测度 就 是 下 面 所 要 介绍 的 勒 见 格 测 度 . 它 的 定义 可 从 外 测度 概念 出 发 ， 

定义 1.3,2 WE ECR,SET 1D E 的 开 集 GG, 以 | G1 记 它 的 可 数 个 构成 区 间 长 度 之 
和 , 则 于 确 界 

infi G|:G 是 RR 中 开 集 和 且 GDE! 

FEZA E 的 外 测度 , 记 为 y' E. 

”外 测度 a" 是 区 间 长 度 概念 的 推广 ,优点 在 于 对 R 中 任 一 子 集 五 ,mw 五 都 有 意义 ,但 是 已 
经 证 明 它 并 不 满足 可 数 可 加 性 .因此 人 们 在 它 的 基础 上 建立 一 个 具有 可 数 可 加 性 的 测度 ,方法 
是 按照 一 定 的 条 件 选 出 R 中 “相当 多 ”的 子 集 ,并 把 它们 的 外 测度 定义 成 它们 的 测度 . 

一 种 条 件 是 集 的 外 测度 等 于 所 谓 内 测度 , 设 FCR 是 一 个 有 界 闭 集 , 取 M >0 使 得 FC 
(- M ,MD), 妈 可 定义 下 的 测度 为 |F|=2M -- |(- M, MD) - FL.3ET ECR, IE ESSA 
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supl| F|; F E. R PARARE FCE! 
定义 为 下 的 内 测度 , 记 为 g. E. ADE AEA a E= x. E 的 集 ECR Eu TEE. 
并 称 2 ECS =u, EX E HENE ie E aE 或 (EE). 
这 个 定义 虽 较 直观 ,但 在 一 些 理 论 研究 中 不 大 好 用 ， 人们 研究 得 出 与 之 等 价 的 下 述 定义 . 
定义 1.3.3 R ECR EHTE TCR, BA 
'T=p*(TAE)+ (TOES), 
则 称 五 是 勤 山 格 可 测 集 , 简 称 世 可 测 集 或 可 测 集 , 当 王 为 工 可 测 集 时 , 称 yx* E 为 E S 
测度 (简称 工 测度 或 测度 ) , 记 为 LE 或 nu(E). 
这 个 定义 虽然 不 大 直观 ,但 经 深入 研究 ,可 知 这 样 定 义 的 测度 对 于 R 中 “相当 多 "的 子 集 
有 意义 日 满足 前 述 要 求 (2) 一 (4). | 
如 果 把 由 开 集 出 发 通过 取 补 集 或 取 可 数 个 集合 的 并 或 交 所 能 得 出 的 集合 统称 为 Borel 
E ,那么 可 以 证 明 :R 中 的 Borel RAE L 可 测 的 ,并 且 任 一 工 可 测 集 可 以 表示 成 一 个 Bored 集 
与 一 个 零 测 度 集 的 并 . 
另外 可 证 :R 中 全 体 工 可 测 集 形成 的 集 族 对 于 取 补 集 、. 取 可 数 并 或 可 数 交 等 运算 是 封闭 
的 . 
上 述 定义 R 上 勤 贝 格 测度 的 方法 可 以 推广 到 RR” 上去. RER, S”, n ) CBuDEMEOR", 
HADA n 维 勒 贝 格 测度 空间 ,其 中 V KR R PE LUNE, p 表示 R^ E LIBE. 
一 般 的 测度 空间 是 如 下 定义 的 . 
定义 1.3.4 W X R—#Ez Er, X E. X 的 一 些 子 集 组 成 的 集 族 , 若 3 具有 如 下 性 质 ; 
(DXC€2X; 
(205 AC X MAS € X; 
(E A,€ Z, n - 1,2, WÜ A, € X, 
则 称 E EX 上 的 一 个 c 代数 或 Borel IK. 
Xd 产 是 定义 在 X Ea 代数 王 上 的 一 个 非 负 广义 实 值 函 数 ,如 果 o 具有 如 下 性 质 : 
(D.C) = 0; 
(DHEM E C Z,i-1,2, 8E ENE = C ,i=; ,就 有 
a U E, )= Zi rE:) ”人 《可 数 可 加 性 ) ， 


则 称 p 为 上 的 一 个 测度 ,而 天, 与 一 起 称 为 一 个 测度 空间 , 记 为 (X IE, p). 
| 由 定义 不 难 证 明 一 般 测度 的 下 述 基 本 性 质 . 
定理 1.3.2 WEZA, E, yp) 的 测度 y 具有 如 下 性 质 ; 
(DAREA E E, C Z, R E,C E, ,Wi] BERE) 
(2) 次 可 数 可 加 性 : 若 E, € X, 1,2, Ht) 


pO EO aO): 
"UD i=1 
(3) 攻 EEE,i=1,2,…, 有 ECE,CE,C…, 则 
„(ÜE )- lim BE); 
(44i E,CE,i-1,2,-, H E,0E,OE,0-- , HJ 
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T 
现在 可 说 明和 什么 叫 L 可 测 函 数 了 . 
定义 1.3.5 设 了 是 一 维 勒 风格 测 度 空间 (RR, 攻 ,yy) 中 某 个 集合 EC 2 Ex X MI X Scd 


B LN 


ECfZc)sE|xr€E:f(r)zclCZ, V c CR, 
即 对 一 切实 数 c , 集 E SE L 可 测 的 , 则 称 f 22: E EB — Bh 1138 TE ORC (ESE L 可 
NW eR cai ET RR). 

可 以 证 明 ,下面 见 个 条 件 是 等 价 的 ,因此 ,每 一 个 都 可 作为 可 测 函 数 的 定义 
(I)ECFZc)mÍÓx€Ei:f(x)zcÓlC€ tZ, WcCR. 
Q)ECFTO)8Í|x€E:f(x)»cl€Z, VcCR. 
()EUfXc)m|Óx€E:f(x)mcl€g, WVcCR. 
(J)E(f&c)&Ir€Eif(x)€&cl€ 9, VcCR. 

(5)E(cX fxid)&s|x€E:c«f(x)d|€£, WVe,dC€R. 
Jf E ETHSARTECS MS SERTT M SDS TURA E XL. 
还 可 以 证 明 , — R WE ES ST PRECISO FA P T ERS AU. mcm 
小 值 等 运算 都 是 封闭 的 . 
下 面 介绍 勤 贝 格 积分 的 概念 . 
首先 介绍 有 界 可 测 函 数 在 测度 有 限 的 可 测 集 上 的 勒 贝 格 积分 . 
定义 1.3.6 QE EC Z, Ë< +o, f EE FO RBS L n WJ 5838, FECIA, B]. Æ[A, 
B] 中 任 进 行 一 分 划 D: 
A=y <y &€&y, 7B, 
id 8CD) = max (y, - Xu E; = Ely 1<fEy;) ,并 任 取 yE (ya, xiii 1,2, ;Xt ,构成 
和 式 
S(D)= X pE,» 
称 S(D)35 f ERAD 下 的 和 数 .如 果 存在 数 了 满足 下 述 条 件 :对 任何 6>>0, 有 相应 的 o>0， 
使 得 对 任何 分 划 D, RE 50D) a 就 成 立 | 
IS(D) -Ji <e, 
ME FREE EÉUEUDEPSDEUSSEQJPERJ Rf EE 上 的 工 积分 ( 勤 贝 格 积 分 ), 记 作 


J= lim S(D)=(D| f(z)qz, 


BD 


其 中 的 积分 可 简 记 作 | fas, | de 或 | f. 


M E- la, b] QD] f(z)dz 也 可 记 作 [ f(x)qz [Ap 等 


不 难 证 明 , 定 义 中 [4 ,8B] 的 选取 与 了 的 可 积 性 及 积分 元 关 , 并 且 , 在 测度 有 限 的 可 测 集 
上 ,有 界 训 测 函数 冲 是 L 可 积 的 . 

下 面 ,我 们 将 用 上 述 定义 建立 一 般 可 测 函 数 在 一 般 可 测 集 上 的 勒 内 格 积分 . 

定义 1.3,7 É E€ Z, FREE 上 非 负 的 LL 可 测 阔 数 ,对 n=1,2,…, 令 EE - Efl E — n, 
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n ELARI fl. E, R ON 
HI 007 e, "vs 
如 果 极 限 
Hm()| Lfl dz 
SARM, M SEE 上 二 可 积 , 且 了 的 工 积 分 为 
(L)| fax=lim(D)| flde. 
如 果 上 述 极限 为 + co JR S EE 上 有 上 积分 ,L 积分 为 + oo , 记 作 
(L| faz= + o0, 


E F kE L-E L 可 测 函 数 , 则 考虑 其 正 部 f* 和 负 部 / , 即 
f) f(x), flez, FG | 0, 3X fO, 
0, — X f(«0, -fíx) 车 f(x)<0. 
如 果 ft f EE ELIR, W f # E EL BJ, B. 了 的 工 积 分 为 


(D faz=(D| P az (D| f às: 


如 果 上 上 式 右 端 两 个 积分 中 仅 有 一 个 为 + co WAR 在 E ES L SU, B L 积分 分 别 为 + co 和 
—9.fEf Sr (EE kE LJERKA F. f EE LB) L 积分 无 定义 ， 

下 面 的 定理 表明 了 L 积分 是 黎 曙 积分 的 一 种 推广 ,证明 从 略 ， 

定理 1.3.3 Ú 了 是 区 间 [a ,5] 上 的 药 曙 可 积 函 数 , 则 了 在 La b) ELER, B R L 积分 
等 于 其 黎 曙 积分 . 

现 介绍 记 导 L'[a,bl( pz 0t x. 


L'[a,5]- [f f #[a 1E LTN, R (L| |f1*dz< +o], 


生 表 示 一 个 重要 的 距离 空间 ,其 中 的 元 素 蚌 [a ,5] 上 p 方 勒 贝 格 可 积 的 函数 , 当 两 个 这 样 的 函 
数 仅 在 一 个 零 测度 集 上 取 不 同 值 ( 称 为 几乎 处 处 相等 ) 时 ,就 把 它们 看 成 同一 个 元 素 .L*[a 01 
中 两 个 元 素 上 和 8 之 间 的 距离 则 规定 为 


d(f,z)= teo EOBHOIESH 


容易 证 明 Lola, 5 中 的 范 数 关于 通常 的 加 法 和 数 入 两 种 运算 是 封闭 的 ， 因此 L'[a,5]3$ 
成 为 一 个 线性 空间 , 它 将 是 后 面 所 讨论 的 赋 范 线性 空间 的 重要 例子 . 


1.4 代数 结构 


在 非 空 集合 上 架设 了 距离 结构 ,就 可 以 处 理 元 素 之 间 * 任 意 和 逼近 "~ 类 的 问题 ,有 了 测度 结 
构 ,起 可 以 处 理子 集 的 所 谓 体 积 问题 及 积分 问题 ,而 要 处 理 元 素 之 问 的 “运算 "问题 , 则 需要 在 
集合 上 架设 代数 结构 , 现代 数学 可 以 说 是 研究 这 些 结构 及 结构 之 间 关 系 的 数学 . 

在 非 空 集合 上 架设 的 代数 结构 ,就 是 下 面 定义 中 的 代数 运算 . 
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定义 1.4.1 设 A,B 和 CC 是 集合 .一 个 从 AXxB SIC 的 映射 ;A xB 一 C, 称 为 一 个 4 
x B BC 的 代数 运算 ,对 于 元 素 aC A,bEB, 称 c= f(a,5)EC 为 它们 的 运算 结果 , 记 为 
asb= c, mk ab= c.— F Bx A BJA FS SERA A 上 的 一 个 外 运算 ;一 个 AxA 到 A 的 运算 
” 称 汐 A 上 的 一 个 内 运算 ,A 上 的 一 个 代数 运算 或 4 上 的 一 个 二 元 运算 

这 里 ,运算 符 * 用 来 表示 代数 运算 了 ,根据 需要 常 改写 为 + 或 :等 ， 并 将 运算 分 别称 为 加 法 
或 乘法 等 . 

IX 1.4.2. 设 * 是 集合 A 上 的 一 个 二 元 运算 , 若 Ya,8b,cEA, 总 有 {asB8)"c=a*(b* 
c), 则 称 这 个 代数 运算 满足 结合 律 ; 若 ¥Ya,bEA, 总 有 a5= 56°a, 则 称 这 个 代数 运算 满足 交 
HE ADE ALEHS — ARREN, Va b. C ALB as(bOc)-(asb)O(asc)((a @ 
b)sce = (asce)(b°c)) ,MIPRIVEKiS RR. WS E XH UBGe MODA (N) A. 

群 结构 是 一 种 最 基本 的 代数 结构 , 群 的 理论 在 其 他 数学 领域 和 物理 化 学 工程 领域 有 广泛 
的 应 用 .历史 上 利用 群 论 已 解决 了 许多 著名 的 困难 问题 ,例如 项 链 问题 .分 子 结构 计数 问题 . 正 
多 面体 着 色 问 题 .开关 线路 计数 问题 ,数字 通信 可 靠 性 问题 .代数 方程 求 根 问题 以 及 几何 作 图 
问题 等 等 . 

定义 1.4.3. 称 一 个 非 空 集合 G 连同 其 上 的 一 个 二 元 代数 运算 :为 一 个 半 群 ,假如 .满足 
结合 律 (以 下 将 元 察 的 运算 结果 a b EC ab) DERE G 还 满足 下 述 (1) 与 (2) , 则 称 G 为 一 
个 群 . . 

(DE G 中 存在 一 个 元 e ,使 得 

ed — ae = a 

对 于 G 的 任意 元 a 都 成 立 {( 称 e 为 G 的 单位 元 ); 

QUT G 的 每 一 个 元 a ,在 G 中 存在 一 个 元 a ,使 得 


-1 
a la = aa =e 


成 立 ( 称 a UNa 的 道 元 ). 
车 群 G 的 二 元 运算 还 满足 交换 律 , 则 称 其 为 一 个 交换 群 或 阿 贝 尔 (Abel) 群 ， 
例 1.4.1 设 上 是 全 体 整 数 的 集合 ,G 对 于 普通 加 法 成 为 一 个 群 .因为 
(1) 两 个 整数 相 加 还 是 一 个 整数 ; 
(2ja+(b+c)=(a+b)+c;i 
(3) 数 0€ G, 对 于 加 法 来 说 是 单位 元 ， 
t4) 对 于 任意 整数 nEG, 有 一 nxEG 是 n HAT. — | | 
Di1.4.2 EG 是 所 有 不 等 于 等 的 整数 的 集合 ,G 对 于 普通 税法 不 作成 一 个 群 . 因为 , 虽 


(1) 两 个 整数 相 习 还 是 一 个 整数 ， 
(2)a(bc)= (ab)c; 
(3) 数 1€ CG, 对 于 乘法 来 说 是 单位 元 ; 
但 相应 于 (4) 的 道 元 存在 性 不 成 立 ,例如 整数 3 在 G 中 就 设 有 邀 元 . 
例 1.4.3 G=11, 一 11, 对 于 普通 莱 法 构成 一 个 交换 群 .验证 留 给 读者 . 
定义 1.4.4 Bt G 的 一 个 子 集 开 称 为 G BJ [C A RE Elin H TER G 的 运算 在 条 上 的 
限制 来 说 成 为 一 个 群 . 
容易 证 明 , 群 G 的 一 个 子 集 日 成 为 G 的 一 个 子 群 , 当 和 且 权 当 
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a, bE H-»ab | € H. 
EY 4.4.5. 一 个 非 空 集合 R 叫做 一 个 环 ,假如 R 上 有 两 个 二 元 运算 , 常 分 别称 作 加 法 


和 乘法 , 且 
(DR 是 一 个 加 群 , 即 R 对 于 那个 岂 做 加 法 的 代数 运算 来 说 成 为 一 个 交换 群 
(2)R 又 是 一 个 乘法 半 群 , 即 R 对 于 另 一 个 叫做 乘法 的 代数 运算 来 说 成 为 一 个 半 群 


(3) 乘法 对 可 法 的 在 右 两 个 分 配 律 都 成 立 , 即 
a(btc)-ab-ac, 
(btcja-ba ca, 


对 R 中 任意 三 个 元 a ,5,c 都 成 立 

例 1.4.4 全 体 整 数 的 集合 对 于 普通 加 法 和 乘法 作成 一 个 环 . 
注 “ 当 群 运算 称 为 加 法 时 ,和 群 的 单位 元 常 称 为 零 元 ,而 一 个 元 的 道 元 常 称 为 其 负 元 . 
对 于 既是 加 法 群 叉 是 匀 法 半 群 的 环 来 说 ,这 两 个 采 语 很 有 必要 下 而 定义 中 的 单位 元 或 北 


元 显然 是 就 乘法 而 言 的 . 
定义 1.4.6 环 RR 的 一 个 元 e 叫做 单位 元 ,假如 对 于 R 的 任意 元 a 都 有 


ea = ae = a ` 


一 般 地 ,一 个 环 未 必 有 单位 元 . 
例 1.4.5 设 民 为 全 体 偶数 的 集 .RR 关于 普通 加 法 和 乘法 显然 作成 一 个 环 ,但 R 没有 单 


定义 1.4.7 含有 单位 元 的 一 个 环 称 为 一 个 域 ,如 果 除 了 加 法 的 零 元 外 ,每 个 元 都 具有 逆 
实数 集 R 或 复数 集 C 关于 数 的 加 法 和 乘法 显然 都 成 为 域 ,通称 数 域 ,我 们 将 以 和 统一 标 
记 实数 域 及 和 复数 域 C. 

定义 1.4.8 FE R 叫做 交换 环 ,假如 对 于 R 中 的 任意 两 元 4 ,b 都 有 


即 乘法 满足 交换 律 . 
定义 1.4.9 环 及 的 一 个 子 集 5 叫做 一 个 子 环 , 假 如 S 本 身 关于 R 的 两 种 代数 运算 成 为 


一 个 环 . | 
环 R 的 子 集 S 作成 一 个 子 环 的 条 件 显然 是 :对 任何 a, bES, RE a - b€ S lab € S. 
EX 1.4.10 环 民 的 一 个 子 环 5 叫做 一 个 去 ( 右 ) 理 想 , 是 指 对 任意 的 a€S, rER, 35 


有 raESlarES). 既 是 左 理想 叉 是 右 理想 的 子 环 则 称 为 一 个 理想 . 
3EX 1.4.11. FRF R 的 一 个 理想 S 可 由 子 集 4 生成 ,是 指 S 是 包含 A 的 最 小 理想 
ar ERE ER S 是 有 


这 时 称 A 中 的 元 素 为 S 的 生成 元 .特别 是 当 S 可 由 有 限 集 r,r, 


限 生成 的 ， 并 记 S= rn, Fis "rV. 


显然 ， 
rr r= 53 rss € R|. 
i=1 


对 于 子 集 S, S OR, iE 
Si+S9:=|r+5lrE S,,s€ S.I, 
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b 
SeS |D rnslr€S,s€8,. : (1.4.1) 
= 


# S, 和 S$, 是 理想 , 则 易 验 证 S +S, 和 S, S, 仍 是 理想 ,分 别称 为 S, 与 S, 的 和 理想 与 积 
HU ATMANE RER S SS. 
EX 1.4.12. PFE R 的 理想 M 是 极 大 理想 ,是 指 MAR B. fuor M 的 理想 只 有 RM 利 R. 
定义 1.4.13 ER 是 一 个 交换 环 ,Y 是 一 个 加 法 交换 群 . 称 Y 是 一 个 足 模 , 若 了 土 还 存 
在 外 运算 Rx YY 了 ,满足 :YayaiEY,rriERRi=1,2. 有 
r(a, +a) = ra, traz, 
(rjtr;ja-r,;atrs;a, 
(rura 7 ri(r;a), 
且 车 尺 有 单位 元 e, 则 对 任 a€ Y fH eaa. 
R 模 Y 的 一 个 子 集 Yo 称 为 一 个 子 模 , 若 Yu 本 身 仍 为 一 个 只 模 . 
NF R Y 的 两 个 子 模 Y. Y, ,类 似 于 (1.4.1), 记 
Yt Y;-latblaC€ Y,,5€ Y,l, 
则 Y, t Y; (529 Y FF E78 Y, 与 Y, 的 和 . 
Bk R Y 可 由 集合 SCY 生成 ,是 指 Y= R-SCBISE(1.4.1)) ,此 寺 称 S 中 的 元 素 为 
Y 的 生成 子 ;车 RR 模 YY n HUBSERRIa sau CY ER, WE Y= Ria, a, Ll 3ERR Y E 
有 限 生 成 的 . | 
定义 1.4.14 设 4 是 一 个 尽 模 ,其 中 民 是 一 个 含 单 位 元 的 环 . 如 果 A 中 有 一 个 通常 叫 
做 乘法 的 内 运算 ,满足 结合 律 并 使 
(DA 是 一 个 环 ， 
2) 运算 RX A 一 A 满足; V rCR,a,5C AH 
r(ab) -(ra)b —a(rb), 
则 称 A 是 一 个 代数 . | 
绝 大 多 数 代数 是 带 有 乘法 内 运算 的 线性 空间 ,线性 空间 也 称 向 量 空间 ,定义 如 下 . 
EN 1.4.15 环 尺 上 的 一 个 模 称 为 一 个 线性 空间 , 若 R 还 是 域 . 
对 于 域 ,我 们 将 只 考虑 实数 域 或 复数 域 的 情形 , 即 政 = 及 或 马 , 从 丽 由 上 述 定义 可 得 出 下 
一 节 数 域 上 的 线性 空间 的 定义 (定义 1.5.2)， 


1.5 赋 范 线性 空间 与 线性 算 子 


本 节 要 介绍 的 赋 范 线性 空间 将 是 一 个 重要 而 常用 的 在 非 空 集合 上 代数 结构 与 距离 结构 相 
互 结合 的 典型 例子 . 

EX 1.5.1 设 攻 是 其 些 复 数 的 集合 ,其 中 包含 站 与 1, 如 果 政 中 任意 两 个 数 (可 以 相同 ) 
的 和 、 差 , 积 、 商 (除数 不 为 零 ) 仍 是 K 中 的 数 , 则 称 K 为 一 个 数 城 ， 

实数 集 R 和 复数 集 C 是 数 域 的 两 个 典型 例子 .有 理 数 集 也 是 数 域 ,而 整数 集 则 不 是 . 

EX 1.5.2 iE X EdE ES K ESDM O M E o: Xx XX 和光: 区 xX->X 是 两 个 映 
射 , 记 | 
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g(x,y)—rty.V(a,r)-ax(GX a'r), Y x, y€ X, a CK. 
E e, W 2pm E 
quur y— ytrxWy x.yCc X; 
q;(íxcty)btz-xrxt(ytz),Vzr,y,zC€X; 
Q1: X 中 存在 一 个 元 素 , 称 为 零 元 素 , 记 作 8( 常 仍 记 作 0) ,使 得 z 0-7 x, Vr€X; 
q,:V x € X, X 中 存在 一 个 唯一 的 元 素 , 记 作 ( - z), 称 为 x 的 负 元 素 , 使 得 


rt(-x)-68; 


W :lr=xr,V xE X; 

V.:(af)r-a(fr), V € X,az PEK; 

Wa:a(r+y)=ar+ay, V r,yC€C X. a C K; 

Wu:(a+B)z==ur+ Rr, V z€ X, BCS K, 
则 称 o EX 的 一 个 加 法 , 妥 是 X 的 在 数 域 K EARR, MEARE ES ER X 在 数 
域 K 上 的 线性 运算 或 线性 空间 结构 , 称 XI( 按 线性 运算 o 与 一 ) 为 域 和 上 的 一 个 线性 空间 或 
[3] fg 35 [8], BT Ei ECX 5 Koc ,*) ,或 简 记 为 区 ,并 称 X 中 元 素 为 向 量 . 

3 K=R sk CHI AARE: + Sc LARES fel BE pi EZ |a. 

XEX 1.5.3. 设 M 是 (X;K;+,，) 的 一 个 非 空 子 集 , 如 果 它 对 运算 + 与 是 封闭 的 , 即 
Vr.y€ M,a € K, 有 zt+yEM 和 azEM, 则 (区 +，) 也 是 一 个 线性 空间 , 称 为 线性 空 
间 X 的 一 个 线性 子 空间 (简称 子 空间 ). 

线性 空间 的 维 数 概 念 建 立 在 向 量 的 线性 无 关 概 念 的 基础 上 . 

3EX 1.5.4 Ë rizo ot, 是 线 件 空间 X 中 的 TAR, n EN. 加 果 存 在 不 全 为 零 的 
Era, ,4;,… ,a 所 KK, 使 得 | 

aTi taza t'e +a t, =ô, 
则 称 x ,x;，… ,xz 是 线性 相关 的 ;否则 称 riere, 是 线性 无 关 的 .X 中 一 组 向 基 称 为 线 
性 无 关 的 ,如 果 其 中 任意 有 限 个 向 量 是 线性 无 关 的 . 
定义 1.5.5 设 MC(X;K;+,"), 则 集 


span M= | Da, "x, € M, a C Klima, n€N| 


E X 的 一 个 线性 子 空 间 ， 称 为 由 M 生成 的 子 空间 ,或 简称 为 M 的 张 成 . 

&EX 1.5.6 UDR(X; Ks +, PTETE— T n 全 线性 无 关 疝 量 的 组 M = |z, run 
z,l ,使 得 X —span M, MPE X 是 维 的 ,并 称 M 是 和 的 一 组 基 , 这 时 记 dim X = 2,3 B fE— 
向 量 > 可 唯一 地 表示 成 z= ar tarr te ta, PRR a ,a,,-…,a,) 由 K 中 的 数 
组 成 , 称 为 上 在 基 fiyzrz，……zr 下 的 坐标 . 如 果 X 中 存在 线性 无 关 的 向 量 组 , 它 含 有 无 限 多 
个 成 员 , 则 称 X 是 无 限 维 的 ,并 记 为 dim X = + co, 

注意 每 个 有 限 维 的 线性 空间 的 维 数 是 唯一 的 ,但 基 不 是 唯一 的 .定义 在 同一 数 域 K 上 的 
由 不 同 对 象 构成 的 各 个 线性 空间 之 间 有 着 本 质 上 的 联系 . 由 于 关于 向 量 的 适 算 都 可 归结 为 相 
应 的 举 标 的 运算 , 故 可 得 出 一 个 重要 的 结论 : 数 域 区 上 任 一 个 n 维 线性 空间 都 与 K 是 同 构 
的 . 同 构 的 定义 如 下 . 


第 1 章 空间 结构 与 映射 21 


EX 1.5.7 W X, Y 是 数 域 K 上 两 个 线性 空间 ,如 果 存 在 一 个 一 一 对 应 F: X. Y 848 
fCax * fiy) — af(x) * Bf( y), V x, y€ X,a, BEK, 
RR X 与 Y 是 同 构 的 ,Ff 称 为 一 个 同 构 映 射 . 
不 难得 出 , 辣 构 映射 了 具有 下 列 基 本 性 质 ， 
(D(8028,f( — x) 7 - f(x); 
(DX 中 向 量 z, ,x;，,… z, ZRPEREXOS Y 中 向 量 Fx s fn uos FO ) 线 性 相关 ， 
《3) 同 梅 映射 的 逆 映 射 及 两 个 同 构 上 映射 的 复合 瑞 射 仍 是 同 构 映射; 
(4) 数 域 玉 上 两 个 有 限 维 线性 空间 同 梅 的 充分 必要 条 件 是 两 者 有 相 几 的 维 数 . 
EX 1.5.8 说 工 是 数 域 到 上 的 线性 空间 x 到 线性 空间 了 的 映射, 如 果 
T(ax + By) 7 aTx * BTy, V x, y € X, o, BC K, 
则 称 工 是 从 线性 空间 X 到 线性 空间 Y 的 一 个 线性 算 子 ,可 记 TELOX,YO. iÀX£,L(X,Y) 
don MEM AURI] X 到 线性 空间 了 的 线性 算 子 所 成 的 集 ， 
同 构 映射 是 线性 算 子 的 特例 . 
在 下 面 定 义 的 赋 范 线性 空间 上 ,距离 概念 是 由 “ 范 数 " 和 导出 的 ,而 “ 范 数 ” 则 是 通常 的 向 量 
(有 向 线段 ) 长 度 概 念 的 推广 . 
定义 1.5.9 iX ESUR K LARREZ E, WE l . | :有 XR 满足 下 列 条 件 : 
(DEEH: Irl 20, YrEX, SER z-8B5 xd =0, 
(2) 正 齐 次 性 : az] =lal tzl], ¥Y z€ X,a € K, 
G)-ÓÉHASA: drtylsixihtiyl.vzx.y€X. 
WFK | il A X F— 3538. 
关 与 上 :| 一 起 称 沟 一 个 赋 范 线性 空间 或 赋 范 空间 , 记 为 (XX, ||: | ) 或 简 记 为 X. 
在 赋 范 线性 空间 (CX, | DH AFER x, yC X EX dalz, y= lx yll JS 
证 是 多 上 的 一 个 路 离 , 称 其 为 由 范 数 导出 的 距离 .于 是 , (外, 上 d ROS — FEBS [a]. 
易 见 赋 范 线性 空间 X 中 以 z 为 中 心 .以 > 为 半径 的 开 球 为 
B(z;r)-iy€X:| x - yl < rl. 
类 似 地 ,收敛 序列 或 Cauchy 序列 的 概念 也 可 用 范 数 概念 描述 ,从 而 赋 范 线性 空间 也 有 完 
位 性 的 疝 题 ， 
定义 1.5.10 若 赋 范 线性 空间 (和 ,省 [| ) 在 范 数 学 册 的 距离 下 成 为 完备 的 臣 离 空间 , 则 
称 之 为 一 个 Banach 空间 . 
例 1.5.1 在 R"( 或 C") 中 ,通常 定义 如 下 的 范 数 ; 


lx l2 On P) ao Gon) ERG), 


R^ (或 C") JC f CIE Banach 空间 . 
例 1.5.2 E p ERR RR] IP (15 < oo) 中 ,通常 定义 如 下 的 范 数 ; 


z= (Dl), Y= lnia, 
2 (V b < co) PRICE EE Banach ZA 3X B1 lo € P ER ir ,si 是 满足 条 件 


MESES 
i-i 


22 EZ bt E43) Ë ph 


的 数列 , 疡 按照 数列 的 其 法 和 数 乘 构成 线性 空间 . 

例 1.5.3 对 于 有 界 数列 空间 I7 = jz:z= |xi| ;1 是 有 界 的 数列 | ,通常 定义 如 下 的 范 数 

dal = supi Iri, V z= |x]. €, 

按 此 范 数 三 是 Banach 空间 . 

例 1.5.4 HF Lla bJ OSPE + 00), 按 照 逐 点 的 方式 定义 函数 的 线性 运算 : 

(xt y)()mTxG)tyG). ar)(t)= ar(t), 

WL fla bl ASA +eco) 成 为 线性 空间 ,其 中 任 两 个 几乎 处 处 相等 的 函数 看 作 同 一 元 素 . 

再 定义 如 下 的 范 数 


1 z=([ letl dr),Y z=z(t)EL[a,b1( 其 中 的 积分 是 勒 由 格 积分 )， 


Jl L'Ta,5](1«p € + %) 按 此 范 数 成 为 Banach 空间 . 
例 1.5.5 在 Cla,5] 中 ,着 定义 如 下 的 范 数 : 


EINE TH 
则 (Cfa ,6 , ‖ - |, 8380383 I SE d MIRA EAST. 
由 范 数 的 三 角 不 等 式 性 质 ,不 难得 出 相应 于 “三 角形 两 边 之 差 小 于 第 三 边 "的 范 数 不 等 式 : 
yl -laliehy-zl. 


这 个 不 等 式 表 明 , 范 数 这 个 上 映射 在 赋 范 线性 空间 上 是 连续 的 . 

定义 1.5.11 设 工 是 赋 范 线性 空间 到 赋 范 线性 空间 Y 的 线性 算 子 , 即 TEL(X, Y). 
车 存在 常数 M ,使 得 

| Tr xMIizxi,vYze€xX, 

则 称 人 为 从 三 到 了 的 有 界线 性 算 子 ， 

定义 中 用 “有 界 " 二 字 是 由 于 下 面 一 个 明显 的 事实 :本 ;XX 一 Y 是 有 界线 性 算 子 , 当 和 且 仅 当 
工 把 区 中 任 一 有 界 集 映 成 Y PHARE. 

当 T. X— Y 是 有 界线 性 算 子 时 , 则 显然 数 集 


AT ex ig 
的 土 确 界 存在 84[ HOC ER RMEANCT. T 的 范 数 . 


XX 1.5.12 i 个 是 赋 范 线性 空间 X 到 赋 范 线性 空间 Y 的 有 界线 性 算 子 , 令 


* 


xy 
称 上 T | CE 了 的 范 数 ( 若 X= [01 Sog T KHA IIT | =O). 
显然 , 当 了 人 是 X 上 有 界线 性 算 子 时 ,有 
l| TzhsüTHlzü.vzex, 
FEH üE 
| TI = sup l| Tx || = sup l Tz d. 
IFTE | x xA 


ig SX, 7) 为 赋 范 线性 空间 X 到 赋 范 线性 空间 Y 的 全 体 有 界线 性 算 子 所 成 集合 , 按 通 
常 定义 的 算 子 加 法 和 数 乘 , 它 是 一 个 线性 空间 ,再 按 上 述 算 子 范 数 定 义 其 上 的 范 数 | - 上 , 则 容 
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BWER, Y), ll l 2t E — ir HS EE PEZS B], H 34 Y 是 Banach $ Hst, (X, YEE 
Banach 空间 . 

通常 把 值 域 舍 于 数 域 的 映射 称 为 泛 淆 ,因此 我 们 引出 下 述 定义 . 

定义 1,5.13 Ut XERA K ERE ER TESS BI, MS K= ROS C), $8 RX, EO PEE 
HLR ARR PS SEE RE 2( X ,K)2b X tS la o Bo I] ice X^. 

由 于 数 域 K 的 完备 性 ,任何 赋 范 线性 空间 X AAE [8] E —1- Banach 空间 . 

从 定 尖 1.5.11 立即 得 出 ,有 界线 性 算 子 必 是 连续 的 , 另 一 方面 , 当 线性 算 子 工 :X->Y 是 
连续 的 ,了 必 是 有 界 的 . 因 若 不 然 ,会 对 任 一 n CN, FE x, € X H 

| Tx, | 2n li z, | ,xr, ER, l 

于 是 


En 


[rr |>, aN, 
-车 记 


Ns =T ,n € N, 

则 y,—-0 fH. Ty, #0 A | Ty, >L, an EN) RS T RERET A , 故 得 下 述 定理 . 

定理 1.5.1 设 世 与 了 是 两 个 赋 范 线性 空间 ,T:X 一 Y 是 线性 算 子 , 则 下 是 有 界 的 , 当 
HM T ERE. 

还 容易 证 得 线性 算 子 TT:X 一 了 ,在 义 中 任 一 点 xoEX 处 的 连续 性 等 价 于 芽 的 (整体 的 ) 
连续 性 ,因此 上 述 定理 的 结论 中 可 添上 ; 工 是 连续 的 , 当 且 仪 当 工 在 某 点 xo 包 久 REESE. 

从 上 述 结果 容易 推出 ; 若 TERX, Y), WIE > — x ,就 有 Tz, > Tr(a >o) iE 

ACT)-2 {xrEX: Tr=0), 

称 之 为 T 的 零 空间 或 核 ( 亦 可 记 为 ker T' ), 则 KT) 是 XX 的 一 个 闭 子 空间 . 

如 果 赋 范 线 性 空间 X 是 有 限 维 的 ,那么 可 得 以 下 重要 结论 ; 

(X 是 完 务 的 ; 

(2) X 的 每 个 子 空间 都 是 闭 的 ; 

《3)X PTRA 是 紧 集 SEE DOS A 是 有 界 闭 集 ; 

(0X 上 的 任 一 线性 算 子 都 是 有 办 的 ; 

(5) 玉 的 对 倡 空间 着 "与 天 是 等 距 同 构 的 . 

基于 (5), 见 下 述 定 义 . 

定义 1.5.14 W X,Y ERER, T: X=Y 是 线性 算 子 ,车工 是 外 与 Y 之 间 的 一 
一 对 应 , 且 YVzEX 有 中 Tz = 和 xz, 则 称 代 为 X 到 了 上 的 等 距 同 构 上 映射 , 称 X 与 立 是 等 
距 同 构 的 . 当 X t; Y 等 距 同 构 时 ,可 记 为 X 衬 了 ,并 且 有 时 视 它们 为 同一 ,而 写 为 X=Y. 

H 1.5.6 R" 的 对 情 空 间 是 R^, BR(R7)" =R”. 

RKE, FER), ferner ye 是 了 的 一 个 基 , 其 中 e 的 坐标 除 第 ; 个 是 1 外 其 


余 全 是 0,i=1,2,…,n. 令 a;= (ej),i=1,2,…,n, 则 对 于 任意 x Y ze CR", 
im 


fí(x)- > zf(e) 7 Ý xa. 
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= Pae M a € R" Ha 由 f 唯 一 地 确定 ;反之 ,对 于 每 一 个 aE R",a = > cei ,由 


fa) Ya. VER 也 唯一 地 确定 了 R" EN RAMIS BS f. 因此 上 述 把 fuk B 
映射 是 (R”")" 到 R" 上 的 -对 应 且 显 然 是 线性 的 . 只 需 再 证 此 一 一 对 应 保持 范 数 , 即 | / l 


= lal. 
应 用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 , 从 对 任 x € R^ 成 立 


ADILY za I (93 A (Na) hal-hal 
得 出 i 和 中 4; 另 一 方面 , 取 x7 a, 


fa) l= Da =| zat lal, 
i=l all PE fll l all. AZRE R 是 等 距 同 构 的 ， 
此 外 可 得 出 ,C27)" = ARG la, 51)" -Ufa.&M1« po, SL o1) 8 Ion 
例子 ,我 们 简 述 最 后 一 式 的 含义 如 下 . 
空间 Lefa ,561 上 的 任 一 有 界线 性 泛 范 f 线性 地 一 一 对 应 着 Leta ,中 的 一 个 元 素 y(1)， 
使 得 对 任 一 元 素 rlr)EL [a,b], A 
fG)7 [cos CO, 
H 


Ll = iyt |E sca]. 


设 z 是 数 域 K 上 的 赋 范 线性 空间 X 中 一 非 零 元 , 则 M = spanz! = larga C€ KI E: X 
的 子 空 间 . 在 M CERERA f ES ar) a ll rl, Va€K, 则 易 得 上 Fl =1, 且 
Fizo) | xo .让 整个 关上 是 和 否 存 在 一 个 有 界线 性 污 医 下 ， 它 是 上 述 了 的 “ 保 范 扩张 ”? 下 
面 的 定理 表明 ,答案 是 肯定 的 . 

定理 1.5.2(Hahn-Banach 扩张 定理 ) 设 区 是 后 范 线性 空间 ， 是 定义 在 的 子 空间 对 
EUR E ERTELT OR, 则 存在 X EAS RRHEZEF, fuRIFI-TflL,RVEzEM,F(GD- 
fx). 

Hi xg RE sr BHS H E PES PEERS PER PR FEE EE, UUB AR m B. 

推论 1.5.1 db X RXEEAUEEIW z, 是 关中 一 非 零 元 , 则 存在 六 上 有 界线 性 泛 函 了， 
使 f=1 且 xo)= | zo 上， 

这 个 推论 又 可 以 有 如 下 推论 ; 若 赋 范 线性 空间 X 中 一 元 素 >, 满足 对 任 一 f€ x" ,都 有 
FG) 70, MUA x, = 95 此 外 ,对 赋 范 线性 空间 X 中 任 一 元 素 z, 成 立 


|z || sup du 
($8. 


下 面 介绍 商 个 应 用 上 述 结果 的 例子 .第 一 个 例子 是 关于 伴随 算 子 范 数 的 . 
定义 1.5.15 UL X,Y EW HABARTESBTCS(X, Y). AF T^Y" X^ ,定义 为 
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VgC Y' ,(CT' g)( x) g( Tx), v x € X, 
#R2 T REMAT skt CF). 
定理 1.5.3 设 T Wk 9k So E= [a] x 到 赋 范 线性 空间 Y 的 有 界线 性 算 子 ,由 T 的 伴随 
算 子 工 " 也 是 有 界线 性 算 子 , 旦 1 工 ” | = TI. 
证 明 AiE TERHERE Y "是 线性 空间 HER Y a z. Y a, BC 天 ,有 
T" (ag, + Bg; (x) - (ag + Bei Tr) 
—agi( Tx) + fg; (Tx) 
=alT gx) * BCT" g;D(x), 


故 T' 是 线性 的 . 
HHEH | T' | = | T]. EF 
lT*gl =#gsT|]|= ig] + 1 THE, |] T" dsl TI s 


一 方面 ,YY z € X,24 || Tz, | Z0 时 , 记 yo = Tra ,yo 天 9, 则 由 推论 1.5,1 MFE go Y^, 
ll go | ^ 1. E. gely 7 | 加 二 ,由 于 工 " 已 证 得 是 有 界线 性 算 子 , 故 
ITee lisi T lad, 
从 而 ， | 
| Tz ll = > | = z(y) 
= gol Txa) = (T g )(mzo) 
<|] T” gol} | xo I| 
s T'i e i H xol 
<i Tied, 
H3 Tr, = 8 HERRY XU ITIS] T" H Ami Ti = fl T* I.E. 
5B FB] ES SEES IR] X EH UOCE APRH A” EK. 
称 X 为 的 一 次 共 斩 空间 , 而 称 X ng— K Eš ss E] X B9 k Atin sx B] 3 ip 29 


下 面 证 明 在 等 趾 同 构 意 义 下 , 任 一 赋 范 线性 空间 X EX" 的 子 空间 , 记 为 XCXU. 
事实 上 ,VY zxEX, 从 fEX’ 得 出 f(x)EK 的 映射 ,显然 是 一 个 线性 泛 函 , 且 由 
LEEDS xl lfl v FEX’, 
可 知 它 是 X" 上 的 一 TARRE, iO x7" , 则 z ”被 唯一 确定 ， 并 且 ° € x"" ,满足 
"(/)=f(z),V f€ X. . 

根据 算 于 范 数 的 定义 以 及 由 推论 1 5.1 得 出 的 第 二 个 结论 , 立即 得 出 T zt = izil ERE 
z€ X KRI" € X" BER AS HH p j Cbr E EE A Bh), BE2 CRIT TMA X #j 
X 的 一 个 子 空 间 的 等 距 同 构 . 故 XCX''feSSEB IR] FREE Y. F RS. 

车 成 立 X-X''.WR 外 为 一 个 自 反 空 间 ,R" ,J* ML Ea, 5](1<p< 避 ) 是 这 种 空间 的 
PT. 

若 成 立 X= X" , 则 称 X À—^7- B3tgezsis],R" UU 4 L^ [a,b ji RES RITE ACT. 

34 X j&£—1- B ECRIRE AREE S ER, TERRE Fo: aB rb" A SS" eO BOSE XL LAB 
Hi: X" Ha 85 i Sr BER: 3 83 " cO 55 Ae 4T 

定义 1.5.16 Ub X 是 赋 范 线性 空间 ,XX" Je REB ED Em, 1 CX, x, € X, IR v y € 
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X' .有 
lim f(z,)= fibra), 
则 称 1x, ERAF zo , 记 为 r, — ry, n-700 ,或 (35) lim x=, X. 
WI CX Re€ex'.WREVicX.d 
lim f.) 7 faz), 


RUE (f, H8" KAF fo BA f. om fos noto. R GRO im /,= fo. 

定理 1.5.4 设 X 是 自 反 的 Banach 空间 ,|z,| 是 X 中 的 有 界 点 列 , 则 |x,1 有 弱 收 敛 的 子 
列 . | 

这 个 定理 的 证 明 在 X 又 是 一 个 可 分 空间 的 条 件 下 比较 容易 ,对 于 一 般 情形 , 则 要 用 到 
Eberlein-Smulian 定理 和 Alaoglu 定理 .前 者 说 的 是 Banach 空间 中 的 子 集 是 相对 弱 紧 的 充 要 条 
件 是 该 子 集 是 相对 弱 列 紧 的 (其 中 “相对 "两 字 用 来 表示 该 集 的 闭 包 具有 后 面 所 述 的 紧 性 )， 
il 8 348 B E FE NETS AR PES IR] MUERE cnin] vb, PAL GER REUS" RR. 

iB ME RR AE PETS [B] P SURE B LAC S ch POLEN T c ON D a e c. 8 c Dt SKARS k 
敏 等 等 分 别 确定 了 空间 中 元 素 之 间 不 同 的 “任意 逼近 "和 概念, 常 说 成 确定 了 空间 上 不 同 的 拓扑 
(结构 ) LEAMA RAI REE 

TE , RRRS TS IREA. AN, A. 是 赋 范 线性 空间 X 中 的 弱 闭 


子 集 , 是 指 A UE rir ICA f z, — x, j z, € AR oC X" ER PU JE o W 
R:VIEFICo FETA A, IC o M /,€ X” ,使 


fa om fo mo, 
等 等 | | z 
至 于 “拓扑 "两 字 ,有 着 种 种 不 同 的 含义 ,其 中 一 种 就 是 某 个 空间 中 全 体 开 集 的 族 ,或 者 说 
是 规定 空间 中 怎样 的 子 集 是 开 集 的 准则 (参见 后 面 1.7 关于 拓扑 空间 的 简介 ). 


1.6 内 积 空 间 


”在 抽象 的 线性 空间 上 建立 内 积 结构 , 便 不 仅 能 产生 元 素 之 间 “ 远 近 ” 的 概念 ,还 能 产生 元 
素 之 间 " 迁 直 ” 与 否 的 概念 ,从 而 使 空间 更 加 类 似 于 欧 几 里 得 空间 ,在 其 中 可 有 正 交 和 集 . 正 交 投 
影 等 几何 概念 .抽象 的 内 积 是 复 欧 儿 里 得 空间 一 一 西 空间 中 内 积 的 推广 . 

3EX, 1.6.1. 设 三 是 实 或 复 的 数 域 开 上 的 线性 空间 . 若 XX X EIEBOCQ)UPEBE 
为 《' >): 外 XX 一 KK, 满 足下 列 条 件 ; . 

(Oc, r)20, KENY z 8 BEC, 2)-70; 

(2)(z,y)=(y,z), V x, y€ Xi 

(3)(ar-fir,z)-a(xr,z)* B(y,z), Vx,y,zC X,a, CK. 
MEC 2229 天上 的 一 个 内 积 , Gn 2292703. z 5 y HAR, GERRCX C 2) — APBHZE M, 
TRI X. 

例 1.6,1 设 Cla,5] 中 国 数 也 可 取 复 数值 , 若 规定 
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Gr) m OFr, V e € Lass], 
则 CCLa ,5],(*,*)) 就 是 一 个 无 限 维 的 内 积 空间 . 
例 1.6.2 YE R" 中 ,元 素 z= Gras EnA y= (iy AREA D ro, 
Va yER TRR 是 抽象 内 积 空间 的 一 个 特例 .在 Re 中 ,成立 Cauchy 不 等 式 ， 


(Dao) (ZZ), 
亦 即 
Gr y x)y, y). 
在 一 般 内 积 空间 中 ,成 立 如 下 定理 . 
定理 1.6.1 设 ( 关 ,(，,*)) 是 一 个 内 积 空间 , 则 成 立 下 述 Schwarz 不 等 式 ; 
iry Xx am) y 2, V x, y€ X. (1.6.1) 
证 明 当 y=8 时 , 式 (1.6. 了 显然 成 立 . 设 y0, | Cy , y) 20. i TXHEDDE À 均 有 
0 src Ay,x- Ay) | 
—(r,r)tAà(y,x)tA(x, y) lAl Cy.) 


= [146.0 «EA iot Ee e, = Gn. A), o 


».y) 
现 取 和 一 - (5:3) RH Gr 2) - DOE) 0 RENT y0 时 的 式 (1.6.1). 证 毕 ， 
下 一 定理 表明 任 一 内 积 空间 都 是 一 个 赋 范 线性 空间 ,从 而 也 是 一 个 距离 空间 . 
定理 1.6.2 设 义 其 一 个 内 积 空间 , 若 定 义 上 xz] =(z,z):,V z€ X, Weg | | 就 
E X 上 的 一 个 范 数 ， 
证 明 主要 验证 站 :1 满足 三 角 不 等 式 , 因 为 范 数 的 另 两 条 要 求 显然 满足 , HI Schwarz 不 
等 式 (1.6.1) 得 出 
lz+y] 2? =(z+y,z+ y) 
—(x,x)t(y.x)t(x.y)t(y,y) 
&lzl*-21Ce,3)! * I y I? 
s| =W2+21z 1 ja + 1 ll 


=(Hzl + lyi, 
ik 
Ixtylslxitlyi. 
在 上 述 内 积 导 出 的 范 数 意义 让 RA DLE TA BUS [8] PS EUER ire DL c EE [B] dH 
的 各 种 问题 ,这 就 使 内 积 空间 理论 在 数学 物理 .量子 物理 、 微 分 方程 和 概率 论 等 多 方面 有 重要 
而 广泛 的 应 用 ， | | 
根据 定理 1.6.1 还 可 得 出 ,内 积 本 身 对 于 其 变 元 都 是 连续 的 映射 ,例如 , 当 c ev zc XH 
y> i, GAC, y) r,r). 
定义 1,6,2 若 内 积 空间 X 按 内 积 导出 的 范 数 意义 成 为 一 个 Banach 空间 , 则 称 X 为 一 
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个 Hilbert 空间. 
例 1.6.3 在 电信 工程 中 ,信和 号 常 能 看 成 是 定义 在 (- œ, co) E BORSE] 2 的 函数 xz(2)， 
通常 考虑 能 量 有 限 的 信号 , 即 e COE 


[lal dre om, 
全 体 这 样 的 函数 x Ce ) 构 成 一 个 内 积 空间 , 即 L ORO ,其 中 内 积 的 定义 为 
Cz.) -| zy Ga, 
可 以 证 明 ， 此 空间 是 一 个 Hilbert 空间 . 
例 1.6.4 = [x= lantaa: Yla, P< + eo | , 按 内 积 


(x, DDr y, 


形成 一 个 Hilbert 空间 . 这 是 Hilbert 原先 曾 研 究 的 一 个 空间 . 
定义 1.6.3. 设 (X,( 7 是 一 个 内 积 空间 . 若 z, € X B y) 70, WIR x 与 y 正 
交 , 记 为 xz l yi V RX TÆ, z C X iry, YyE V, WB z 5V EZ, WX iV. 
对 于 集 WCX, 集 {xEXIz 上 Wi 称 为 W 的 正 交 补 , 记 作 Wi .对 于 XX 的 两 个 子 集 V RW, 
FRE xd y, Vr€ V.Vy€ W, WE V 0 W EZ, IA V L W. 
根据 定义 容易 得 出 下 述 结论 ; 
(Driy-lzt*»di-lz-»l.BHizt*»l*zslixi*-liy£^: 
(2)z l y, V y€ Xe9x-70; 
(3)V,WCX E VLW=VCW1,wCV`-; 
(4) VC WC X>V1L oW; 
(5)VcX-vtnvciael. 
在 很 多 实际 问题 中 ,要 考虑 元 素 x 与 一 个 集合 M 的 距离 能 否 由 MM 中 一 个 唯一 的 元 素 yo 
来 实现 , 即 是 和 否 存 在 叭 一 的 y, € M ,使 得 
|| > — x, | = inf lz-yl, 
Bp 
diz, y) = dilz, M)? 
一 般 而 言 ,答案 是 不 肯定 的 ,但 当 M 是 内 积 空间 中 完备 的 凸 集 时 ,这 个 问题 有 表征 的 回答 , 称 
之 为 变 分 引 理 . 
XE X, E.6.4 Bx 是 线性 空间 MOX. EHF x,yc€ M ,38E 
iar t(l-ae)yl0ax1lC M, 
则 称 M Jy X 中 一 个 凸 集 . 
定理 1.6.3( 变 分 引 理 ) B X EARS, M E: X rh dE22 8E, ELE P PES HB BRE RT 
是 完备 的 , 则 对 于 每 个 x EX, 存 在 唯一 的 y, € M ,使 得 
| z— yo ll -inidzx-yll - 
此 定理 的 证 明 从 略 . 由 于 内 积 空间 的 线性 和 子 空 间 都 是 凸 集 ,所 以 定理 的 结论 在 M 是 X 的 
”完备 子 空间 时 成 立 .进一步 考察 M = R° 或 M 是 及 中 过 原点 的 一 个 平面 的 情形 ,可 看 到 当 yo 
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蕊 M, 使 xz 一 yo 的 长 度 是 诸 向 量 z -~ yyE M 的 长 度 的 最 小 值 时 ,zz - yy EET M .这 一 性 
质 可 以 推广 到 一 般 的 内 积 空 间 中 去 . 

定义 1.6.5 i$ X EAREN, M 是 X 的 一 个 线性 子 空间 ,zx 七色 .车 存在 zo € M 和 zx 

C M+ ,使 得 
£= Xatt, 
则 称 z E: r EM 土 的 投影 , 称 上 式 为 r 的 正 交 分 解 . 

定理 1.6.4 设 XX 是 内 积 空间 ,JM J X HETEN, WFE EX, r 在 MM 上 的 
投影 存在 且 唯 一 , 即 存在 唯一 的 = € M +, € M^ ,使 得 

X= T tX, 
W B. 
l z— zi = | =l = inf | z=- yl. 

我 们 略 去 这 个 定理 的 证 明 而 指出 它 它 在 允 近 理论 方面 的 应 用 : 当 X 是 内 积 空间 ,M FE X I 
完备 子 空间 时 ,对 每 个 € X 而 言 , 若 要 以 M PPS S AB T NIDUETE M EUER z, 为 
唯一 的 最 性 元 素 ,因为 此 时 ,逼近 的 误差 最 小 .通常 将 z 在 MM 上 的 投影 称 为 x KM 上 的 最 性 
平方 通 近 元 ， 

例 1.6.5 若 M = span|1,cos z,sin z,cos 2x,sin 2z,*"", cos nz,sin nri, UH] M 是 
cf0,2x] 的 子 空间 , 且 dim M 22a +1, 从 而 是 完备 的 .于 是 Y 工 EM， GLEN "1, b, 
使 得 


T, (z)= + Y (a ox kr + b,sin Ez), 


FR T (xz)28 n B 二 角 多 项 式 ， 对 每 一 个 FC C[0,2z], f EM EB EE J OK) T] ,就 是 
系数 等 于 F(z) 的 Fourier 系数 的 z 阶 三 角 多 项 式 : 


T, (z)= 全 + D Ca; oos ke + bi sin kz), 
其 中 

a 1 zx 

a, = , / oes krdr,bk-0,1,--,n 


` 2x 
bi -l , f(z)sin kxdz km 1, n 


EA = d fT Mm UG) TI GOT dz 最 小 


REFEREE M = spanfzi ,zi，…yzj 是 内 积 空间 的 一 个 x 
Hre, rex. R n Mag ,oz onse; EK, 使 得 , 


= llr- Mein |^, min ie- Da l°. 
REGULIS Tara 数据 处 理 中 的 最 小 二 乘法 以 及 回归 分 析 等 都 可 以 归结 为 这 个 
问题 . 
定义 1.6.6 d V 是 内 积 空 间 X 的 非 空子 集 . 若 V 中 的 元 素 两 两 正 交 , 则 称 六 是 的 
一 个 正 交 集 . 若 正 交 集 V 的 每 个 元 素 的 范 数 均 为 1, 即 Yz,yE V8 
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(rz,y)= r=, 
| l, z=y, 
则 称 V 是 规范 正 交 和 集 或 标准 正 交 集 . 
例 1.6.6 在 实 内 积 空 间 C[0,2r] 中 (内 积 定名 见 例 1.6.1),11,cos x ,sin z,cos 2r, 


sin 2r,',cos nz, sin nz, ] E. — 4 IF 3 E, u 77 Prius z, sin = ques 2r, 


sin 2x, es "nix, Jcsin ng, | 是 一 个 标准 正 交集 ， 
n 
显然 任何 不 含 零 元 素 的 正 交 和 集 V 都 可 以 非常 容易 地 化 为 标准 正 交 集 


= qr Ey]: 
容易 证 明 , 任 何不 含 零 元 素 的 正 交集 者 是 线性 无 关 的 ,但 线性 无 关 集 不 一 一 定 是 正 交集 . 然 
而 可 以 按 下 面 的 方法 将 一 个 线性 无 关 集 化 为 一 个 标准 正 交集 . 
定理 1.6.5(Gram-Schmidt 标准 正 交 化 方法 ) 设 V=|z, | ,是 内 积 空间 X 中 的 一 个 线 
性 无 关 序 列 , 则 存在 一 个 标准 正 交 序 列 W= [y lna ,使 得 
span | æ, n1} —spanl y, :aZ211. 
阴 《此 定理 的 证 明 过 程 就 是 将 V 标准 正 交 化 为 W 的 方法 ) 因 为 V 线性 无 关 , 故 >, Z 


0,n—1,2,. Hy = Tz ; 则 上 yi | m1. z= x Gm. y» TG, yı) 206, BB z; 


JL yi BOBE Un, r RTETEÓSAM 2,550, RE; == M lx | 91,92 Ly, ER ETE 2ë 38 
[yi> yal 一 般 地 ,可 归纳 地 定义 


-Sea 3» 
并 取 


Za 
"pepe 
M| W = ly. LJ V 得 到 的 一 个 标准 正 交 序列 . 
由 上 面 的 构造 方法 也 可 看 出 : Yn EN, zz 与 1 | 可 以 互相 线性 表示 . 所 
以 
spani z, n21} = spani y nll. 
下 面 将 高 等 数学 中 的 Fourier 级 数理 论 推广 到 一 般 内 积 空 间 中 ， 
定义 1.6.7 W V 是 内 积 空间 X 的 一 个 标准 正 交 集 ,x EXX, 称 数 集 |(x,e)ieE Vi 是 元 
X < AFV 的 广义 Fourier RAR, 其 中 (z,e) 称 为 z 关于 e 的 广义 Fourier 系数 . 
由 例 1.6.6, Y¥ fFE CLI0,2x] ,关于 标准 正 交集 
LE „sin X jocos 2x sn 2x, eos nz, =sin nr. 
zx wx xm x T m 
的 广义 Fourier 系数 ; 
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n -二 | f(x)dx D f(x)dx -Za 


e) f(x)cos nede = SN f(x)cos nede = za. 


nS =H fle)sin nzxdz -| flr)sin nrdx-—énzb,,n-1,2,", 


除 相差 一 个 常数 因子 /X 或 Vr72 外 ,就 是 FLz) 的 Fourier 系数 . 

例 1.6.7 Re 7 (0,,0, L ,0,), MJ V le; esso sn EI? 2B HERE 
EZE, Y=] la EE EF V BJP S Fourier € r,e,)- z,,n21,2,7 

内 积 空 间 中 的 标准 正 交 集 具 有 许多 很 重要 的 性 质 .我 们 给 出 下 面 三 个 定理 但 略 去 证 明 ， 

定理 1.6.6 设 久 是 数 域 K 上 的 内 积 空间 ,|e,,e;,…,e,1 是 XX 的 标准 正 交 和 集 ,V = 
spanie,,e,," e. l H| V >C x A 


(Dr 在 Y CARE -= YG.ele: 
{2)x EV EIBEBUE y 满足 


| 12 = Yi. eJU.lz-»l^-düxl*- Il»: 
OY Ge a Us 


(4) læ- MG. e; Je, || = lz- Mae |, Vol, 02, 7,0, CK, 
且 等 号 成 立 的 充 要 条 件 为 a; = (xz,e;), i-i, 2, 

定理 1.6,7(Bessel 不 等 式 ) Iie, | 是 内 积 空间 X 的 标准 正 交 序 列 , 则 Y x € X , Bessel 
不 等 式 


> IG eo xx D? 
成 立 . 

Bessel 不 等 式 表 朋 , 内 积 空间 X 的 任 一 个 元 素 z 关于 标准 正 交 序 询 1e) ,e,,…,e,,…| 的 
广义 Fourier 系数 构成 的 数列 1{ xz Le Ls de D 中 的 元 素 , 那 么 反 过 来 , Ya = laja € 2. JE 
BFE zEX, 使 得 a 就 是 z 关于 {el ,…,e,,…| 的 广义 Fourier 系数 序列 呢 ? 4 X Æ Hilbert 
空间 时 ,回答 是 肯定 的 . 

定理 1.6.8(Riesz-Fischer 定理 ) ie, d. Æ Hilbert 空间 X 中 的 标准 正 交 序列 , 则 Ya 
=la,l EP FE z€ X, fbl 

a;7(r.e),i-71,2,".H lla] lll. 


同 高 等 数学 中 一 样 ,我 们 称 无 穷 级 数 >， (r,e )e 为 内 积 空间 外 中 的 元 素 z 关于 标准 正 
RETES, e; ti I Y Fourier 级 数 . 
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由 Bessel 不 等 式 及 定理 1.6.6 A94 X 是 Hilbert 空间 时 , V >€ X, YC, e; )e, , JC 


的 ,那么 在 什么 条 件 下 成 立 = Y Cerea WOH += Y (ze )a 时 ,我 们 称 z 能 展 为 广义 
Fourier 级 数 )? 下 面 的 定理 表明 ,在 Hilbert 空间 中 ,这 个 问题 等 价 于 Bessel 不 等 式 何 时 成 为 等 
式 , 即 
X. e)^-lxl*?, 
通常 将 此 式 称 为 Parseval 等 式 , 
定理 1.6.9 Ele | ,> 是 Hilbert 空间 X 的 标准 正 交 序列 , 则 
YrEX, z-YG. e;)e; 
的 充 要 条 件 是 成 立 Parseval 等 式 
S Geo ali? 
证 阴 “对 任 一 r€ X , BRA 
Y Gies =E Ire) PS]? +o, 
且 对 任意 正 整数 n 有 B 
|e- Xie tN eea | tet. 
Bp 
Ja- XGoeos| = lrt- E lae), 
FEG noo tienen 。 
la- Bede = iz- M ese), 


所 以 += D(z, e;)e; 的 充 要 条 件 是 1(z,e P= || x ?成立 .证 毕 . 


那么 Parseval 等 式 何 时 成 立 呢 ? 为 回答 这 个 问题 ， 我 们 引入 完全 标准 正 交 集 的 概念 . 

定义 1.6.8 BE V REA EUSIHIX 的 标准 正 交 集 . # Vl = ||O1(BD zL V 当 目 仅 当 zx =0)， 
WFE V JE X 的 完全 标准 正 交 集 . 

0,5 1.6.7 RBS V = je,…,e,,…| 是 站 的 一 个 完全 标准 正 交 序列 ,因为 若 z= 
Jeha € B zl V, 

r = (TE) =0,n=1,2,.:, 

Bl z-oc?. 

定理 1.6.10(Parseval 定理 ) it V = le; Ls Æ Hilbert Z3 [8] X 的 标准 正 交 序列 , 则 
V x € X ,Parseval FAR (B Y rE X 能 展 为 关于 VY 的 Fourier 级 数 ) 的 充 要 条 件 是 v = 
le; | :a 是 完全 的 、 

WEBB 必要 性 :车 x 上 V, 则 Yi=1,2,…,(x,e;)=0, 于 是 由 Parseval 等 式 得 
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hz l= È iese) -0, 
从 而 二 =0, 所 以 V 是 完全 的 . 
充分 性 : V 2€ XR roe )e KA, ST Gn ee = RAER y z. ERE, 
YeEV 及 VY n> 有 B | 
(e= Dr, e; jee) = (x, s) MG. eC e])2 G.e)-(x.6)70, 


n -ce3E PEERS EHE A 
(x—y,6,)-0, 
再 由 e 的 任意 性 得 (x — y) LV. AA Y 是 完全 的 ,所 以 了 一 y=0, 斯 y = zx. 也 就 是 说 
YrEX, z 都 能 展 成 关于 Y 的 广义 Fourier 级 数 .证 毕 . 
| 在 本 节 的 最 后 ， 我 们 不 加 证 明 地 给 出 关于 Hilbert 空间 上 有 界线 性 泛 函 的 著名 的 Riesz 表 
示 定 理 . 
定理 1.6.11(Riesz 表示 定理 ) d X Jš Hilbert 空间 .对 X EERE FEIER f, E 
唯一 一 的 y € X, 使 得 
f(x)-G,y),Vzx€X,H Ifl = tyll; 
反 过 来 , 任 一 y€ X,dE X LU | 
f (.(z)=(z=,y),V >€ X 
EXTARE FLLEUR | f. i= Byl. 


1.7 拓扑 空间 简介 


在 路 离 空 间 ( 赋 范 线性 空间 ,内 积 空间 都 是 距离 空间 ) 中 的 极限 概念 以 及 开 集 , 闭 集 、 紧 集 
等 概念 都 是 通过 “距离 “而 建立 的 ,但 是 有 些 类 型 的 极限 却 不 能 用 距离 来 描述 ,例如 函数 序列 
Hx) 1 wa 在 集合 X EAKATE BS PRG f(x (Bp Y z€ X, lim fo fG),X 


赋 范 线 人 性 空间 X PAN iri BAAT z EX( 即 存在 x € X. d V f € x` 都 有 
lim A(z) 二 了 f(x)) ,都 是 如 此 (其 体 证 明 从 略 ). 因 此 ， 需要 寻求 新 的 途径 ， 建立 比 距 离 空间 中 


的 极限 更 为 一 般 的 极限 概念 

我 们 知道 距离 空间 中 极限 概念 也 可 以 用 由 距离 定义 的 邻 域 来 刻 责 , 例 如 lim z, = z€ X, 
可 描述 为 对 x 的 任 一 e 邻 域 B(zie), 存 在 正 整数 N ,使 得 x, EB(z;e) 对 一 切 n >N 成 立 ， 
也 可 以 把 上 面 e 分 域 B(r;e) 挤 成 更 -一般 的 邻 域 . 

我 们 注意 到 Ü 邻 域 本 身 是 开 集 ,广义 的 邻 域 也 可 由 开 集 来 定义 , 故 若 在 一 个 非 空 集合 中 ， 
先 直接 定义 开 集 ,再 定义 邻 域 等 概念 ， 那么 我 们 也 可 以 像 在 距离 空间 中 那样 定义 序列 的 极限 以 
及 闭 集 等 各 种 概念 而 不 涉及 “距离 ” 

距离 空间 中 的 开 集 具有 三 个 最 基本 的 性 质 ， 即 空 集 和 全 空间 是 开 集 、 任意 多 个 开 集 的 并 是 
开 集 、 有 限 多 个 开 集 的 交 是 开 集 .我 们 以 这 三 条 性 质 作为 出 发 点 来 规定 一 个 非 空 集 台 的 开 子 集 
族 , 便 得 到 拓扑 与 拓扑 空间 的 概念 . 
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定 兴 1.7.1 设 了 是 非 空 集合 X 的 一 个 子 集 族 . 若 了 满足 下 述 的 拓扑 公理 
(DX€5,9c35,; 
Q)A,€S(ACA )=> UA, EJ 


(3)A, €3 (71,2, n) (lA, €3. 

UR J ERE X 上 的 一 个 拓扑 (topelogy),X 与 了 一 起 称 为 布 扑 空 间 , 记 为 (X T), fiio X. 
了 中 的 每 一 个 成 员 都 称 为 拓扑 空间 X 中 的 开 集 ， 

例 1.7.1 i£ X =la, b,c) MAWE J=] X, la, bl, lasci, lai Old X Ett— T ih 
TR,BTIACX T7 OEA th BJ, m X.la.blla.cl.lal, gp X AFE. EIX, 1a. bl, 
lasci, LE X Ett AA 1a, 5] MA = |al 不 属于 这 个 集 族 . 

例 1.7.2 UE X I&fE— dE 8,0 35 1X, OL, WAR 2 X EAA 2 EL 
的 开 集 个 数 最 少 , 称 EX 上 的 平庸 拓扑 ， ux. 元 ) 称 为 平庸 拓扑 空间 . 

X4 3,-|A:ACXI,BD Z P X 的 所 有 子 集 组 成 的 集 旋 , 则 显然 到 是 XX 上 的 一 个 拓扑， 
克 包 会 的 开 集 个 数 最 多 , 称 为 离散 拓扑 ,(X, 芳 ) 称 为 离散 拓扑 空间 . 

由 例 1.7.2 可 知 :中 在 任何 非 空 集合 上 都 可 以 定义 厅 扑 ,使 之 成 为 拓扑 空间 ;名 在 间 一 集 
合 上 ,可 以 定义 不 同 的 拓扑 ,使 之 成 为 不 网 的 拓扑 空间 . 

车 多 上 的 两 个 拓扑 了 与 玩具 有 包含 关系 S C3 , 则 称 AARRE, AER A 
为 较 强 [或 较 细 ) 拓 扑 . 由 上 可 知 平庸 拓扑 是 最 弱 拓 扑 ,离散 拓扑 是 最 强 拓 盾 . 

例 1.7.3 设 (X,a) 是 四 离 空间 ,出 定居 立即 可 知 3= 1G|G RECX 408921 HE X FB 
一 个 拓扑 , 称 了 是 由 距离 d 导出 的 拓扑 . 

本 例 说 明 距 离 空 间 必 定 是 一 个 拓扑 空间 ,当然 还 可 以 在 X 上 定义 其 他 拓扑 ,但 今后 说 距 
离 空 间 是 一 个 拓扑 空间 时 ,其 上 的 拓扑 了 就 是 由 距离 导出 的 拓扑 . 反 过 米 , 是 否 每 一 个 拓扑 空 
间 的 拓扑 都 可 雇 由 距离 导出 呢 ? 回答 是 否定 的 .这 就 引出 了 拓扑 空间 的 可 度量 化 (可 距离 化 ) 
问题 . 

定义 1.7.2 RAMIZ, I) EEX 上 存在 一 个 距离 ,使 得 7 就 是 由 q 导出 的 拓 
FMRI 9 SOREER EJ 53 HI CX , d) JF AR 3-8 HO) , 则 称 拓扑 空间 { 导 ,及 是 可 度量 化 的 ， 

例 1.7.4 离散 拓扑 空 间 ( 久 ,7 ) 是 可 度量 化 的 ,因为 多 _ 上 的 离散 距离 a 导出 的 拓扑 就 是 
3,. 

不 可 度量 化 的 折 扑 空间 是 存在 的 .例如 当 X 是 多 于 一 点 的 集合 时 ， PASTE RUP SI 
度量 化 (证 明 从 略 ). Hi UE BT D, taR ERES zz TET 1 89 — 2625 fg] . 

定义 1.7.3 W A RIER, DATE, S 

B =iIGNA GER, 
则 显然 2, WW RLRERISI == 28 BB(A 2, ) 也 是 一 个 拓扑 空间 RR (OX 9) B) s]. 

有 了 开 集 以 后 ,可 以 将 距离 空间 中 的 闭 集 、 邻 域 . 聚 点 、 导 集 , 极 和 限 点 等 许多 概念 及 有 关 结 
论 推广 到 一 般 的 拓扑 空间 中 去 ， 

3X 1.7.4 WE AC(X,92).3$ A CHEIA E X PARE), MWA A 是 XX 中 的 闭 集 . 

4EX.1.7.8 É U J&CX RS JEE DUE V z€ U ERU 是 xz 一 个 开 邻 域 ,简称 为 邻 
域 .同样 Y ACCU Ek U 为 子 集 4 的 一 个 邻 域 . 
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定义 1.7.6 W A REX DESEE € X , Mi 

(1) 若 3 UEI Bf rE UCA, WPK z 为 A 的 内 点 ,A 的 全 体内 点 构成 的 集合 称 为 4 BU 
内 部 , 记 为 4" 或 mt A. 

(DE x 的 每 一 个 分 域 U WERA- ri PRA B UNCA- Ex D S , MF > 是 A 的 
聚 点 ,A 的 聚 点 的 全 体 称 为 A HER, WA A RA EE AUA 为 A 的 闭 包 , 记 为 A. 

(3) 设 [zx, 1 是 总 中 的 一 个 点 列 , 若 对 于 之 的 任 一 个 邻 域 U, 存 在 no EN, EH nn, 
时 有 z, E UME = 是 1z。1 的 一 个 极限 点 ,也 称 |z, EATR z Blim zx, = z. 

定义 1.7.7 设 (X, 沪 是 拓扑 空间 . 若 ¥x,yEX, 当 zz 关 y 时, 必 存在 z HRR U, My 
的 邻 域 U, ,使 得 ULNO U, = 12, ERCX 3) kk— F Hausdorff 空间 . 

由 此 定义 易 知 , 距 高 空间 都 是 Hausdorff 空间 . 

向 距离 空间 中 一 样 ,下 列 结论 是 成 立 的 

定理 1.7.1 设 (X, 匈 是 拓扑 空间 ,出 

(DX 与 必 是 闭 集 ; 

(2) 有 限 多 个 闭 集 的 并 是 闭 集 ; 

《3) 任 意 铬 个 闭 集 的 交 是 闭 集 ， 

定理 1.7.2 i A,BCX 9) , W 

(0 £g; 

(22 AC A; 

(3) A-A; 

(4) AUB-AUB. 

air kta E ARISE RIZED FENE: 

(DART 2S JR] PESE B es ie t ARA, 

(2f ES [aj rh i dc ek es P ERR ER T REC JE — BS. 

例 1.7.5 i X-1la,b,cl,  9—-IX.1a, 61, CT, MICX 2) fep 2S IBI. H E x S yr 
即 可 知 a lb 都 是 有 限 集合 fa b HER, a ,5,c HAX la, b, i RRE. 

例 1.7.6 X=[0.1] 55 IX, I2 1, BBCX 2E TIS IR], UJ X 的 任 一 点 zx。 都 是 
X 中 任 一 点 列 j c, | 的 极限 点 ,这 是 因为 Y z € X, X 是 其 唯一 的 邻 域 ,因此 YnEN, 恒 有 r, 
CX, 故 lim x, = Xy. 

定理 1.7.3 CX ,2) — 8 Hausdorff $H. ix, | C X , MA 

(12 X PARTAA ri MEHAR; 

(DE fe, Lc, RAR BG EE- o. 

证 有 明 {1) 只 需 证 明 1z1" 是 开 集 . YyEiri BA r> y, PN X Æ Hausdorff 空间 , 故 存 
dk x 的 邻 域 U, 及 y KRU, 858. UL (YU, =, U,C US. X.Ix1 CU, , US Cir} dit 
U,C x1, Eir] 是 开 集 . 

(2) 假 设 lm z, =x, lim z, = y. B zy. hF X J Hausdorff 空间 , 故 存在 zz 的 邻 域 U, 
Ay à Ad U, ,使 得 U. QU, = e. 因为 lm z, =x, RB d n € NEGO n Zen 时 恒 有 <, 
€U, X lm z, - y, S Jn; C NL f n Sn MEH z, € U,,& ny — max(n, m), Wl 34 n> 
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no 时 ,有 x, € U, YU, ,于 是 与 UNU, = AFE. BERES x = y. 证 毕 ， 

EN 1.7.8 设 (X, 轨 (7,r) 是 两 个 拓扑 空间 , y: X Y EK, ENX. ARF fO) 
的 任 一 邻 域 VE - ,都 存在 x, 的 邻 域 ao C 7, 3 f(w)CCV, 则 称 映射 了 在 点 ro 连续 , 若 f 
TE X 的 每 一 点 连续 , 则 称 f£: X— Y EBE k Ek BJ, 

关于 连续 映射 ,有 下 面 的 定理 ， 

定理 1.7.4 对 于 映射 £/:OX,2) Y, 0, FAAR A: 

(1) 了 是 连续 映射 ; 

(2)Y 中 每 个 开 集 的 原 像 都 是 X 中 的 开 集 ; 

(3) Y 中 每 个 阔 集 的 原 像 都 是 X 中 的 闭 集 ; 

` (4)V ACX,f(AYCf(A). 

定理 1.7.5 # (X, DY, r) EAR x, € X ER, W X 中 任意 收 敏 于 zu 的 点 列 
Hr, basa if Cru) lau Æ Y PRAF Fx). | 

注 SdERBNEUGBIPRE,JCETISSC GE DIRE. 

TE 1.7.6 两 个 连续 映射 的 复合 映射 是 连续 觅 射 . 

定义 1.7.9 若 f:(X, 苞 一 (Y,5) 是 连续 的 双 射 , 且 其 道 映射 £71: (Y r) (X22 t3 
续 , 则 称 fs X SUY 的 一 个 拓扑 映 射 ,或 同 胚 .车 存在 一 个 从 拓扑 空间 X 到 拓扑 空间 Y 的 拓 
扑 映射 , 则 称 X 与 Y 是 同 胚 的 , 记 为 X 兰 Y .拓扑 空间 或 其 子 集 等 在 拓扑 映射 下 保持 不 变 的 性 
质 , 称 为 拓扑 性 质 ， 

例如 ,距离 空间 中 一 个 点 集 是 否 是 开 集 . 闭 集 、 紧 集 或 一 个 点 列 是 否 收 伍 等 都 是 拓扑 性 质 . 

一 个 空间 或 其 中 的 一 个 子 集 是 否 连 通 也 荐 一 种 拓 杆 性 项 ,连通 的 定义 如 下 ， 

定义 1.7.10 拓扑 空间 X 中 若 存 在 两 个 不 交 非 空 开 集 U, Y, 使 得 X = UUV, Wx 
是 不 连通 的 ;否则 称 X EHEN. Amt X 的 子 集 A 作为 四 的 子 空间 是 不 连通 的 , 则 称 
A 是 拓扑 空间 于 中 的 一 个 不 连通 子 集 ;否则 称 A 是 连通 的 .车 拓扑 空间 X 的 不 连通 子 集 4 
不 包含 X 中 任何 含有 多 于 一 个 元 素 的 连通 子 集 , 则 称 4 是 完全 不 连通 的 . 

例如 , 按 通 常 距离 及 中 的 任 一 区 间 是 连通 的 ,而 著名 的 Cantor 三 分 集 显然 是 完全 不 连通 
83. z 
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第 2 章 非 线 性 泛 函 分 析 基 础 


非 线性 汉 函 分 析 是 无 限 维 Banach 空间 上 的 非 线性 分 析 ,主要 研究 对 象 是 无 限 维 空间 上 的 
非 线性 算 子 .因为 无 限 维 赋 范 线性 空间 具有 很 多 不 局 的 拓扑 ,如 强 拓扑 、 红 拓扑 以 及 习 " 拓扑 
等 ,从 而 能 导出 许多 不 同 的 连续 性 概念 .在 研究 和 处 理 各 类 具体 问题 时 ,来 用 适当 的 连续 性 概 
念 常 会 带 来 很 大 的 方便 .本 章 2.1 主要 介绍 几 种 常见 的 连续 性 及 它们 之 间 的 联系 ， 

由 于 雹 限 维 赋 范 线性 空间 缺乏 局 部 紧 性 ,需要 对 非 线 性 映射 增加 适当 的 限制 方 能 使 它们 
有 上 其 有 与 有 限 维 空间 上 的 连续 映射 的 性 质 相 近 的 性 夺 , 映 射 的 全 连续 性 就 是 这 样 的 一 种 限制 . 
2.2 介 绍 全 连续 映射 及 其 基本 性 质 . 

本 章 2.3 介绍 非 线 性 映射 的 两 种 微分 ,它们 分 别 是 数学 分 析 中 爹 微分 和 方向 导数 在 抽象 
空间 上 的 推广 ,其 中 也 要 介绍 抽象 是 数 ( 即 自 变量 为 实数 , 取 值 于 实 Banach 空间 中 的 算 子 ) 的 
Riemann 积分 , 它 在 研究 非 线性 映射 的 高 阶 微分 时 有 用 .一 般 而 言 ,一 个 非 线性 映射 在 某 点 附 
近 是 否 一 一 的 或 映 上 的 ,可 以 由 宇 的 各 阶 导 映射 在 该 点 处 的 性 质 来 刻画 ， 

在 2.4 和 2.5 中 ,分 曾 介 绍 无 限 维 空间 上 的 隐 函 数 定理 和 反 沙 数 定理 以 及 Banach 空间 中 
常 微分 方程 初 值 问题 的 局 部 可 解 性 和 解 的 极 大 存在 区 间 等 基本 内 容 . 


2.1 非 线性 映射 的 连续 性 与 有 界 性 


除 特别 声明 ,本 节 总 假定 X, Y 为 实 赋 范 线性 空间 ,并 以 T:9CT)C X Y 表示 定义 域 
ATE X h ERATE Y 中 的 算 子 工 .特别 地 ,人 :一 Y 表示 算 子 T 的 定义 域 2( T) = 
X. 

定义 2.1.1 d& T:9)€(T)C X— Y, 

(D z, 是 ATARA, IR T Er 局 部 有 界 , 如 果 存在 z, 的 一 个 邻 域 U(zo) 使 

ep, | Tzi < + eo ; 

(2) 设 Q 是 维 TT) 内 部 的 一 个 子 集 , 称 荆 在 0 LEBER L. WME 全 在 中 任 一 点 局 部 有 
界 ; 

(DE T JEQCCOCT) LAR, WR TKN 中 任 一 有 界 集 为 Y 中 有 界 集 . 

我 们 知道 , 当 了 是 线性 算 子 时 ,其 连续 性 与 有 界 性 是 等 价 的 ， DLL ERE 当 了 非 线性 
时 ,没有 这 种 等 价 性 . 

我 们 以 一 ,一 > ,了 ~ 分别 表示 相应 空间 中 的 强 收敛 、 EEEN Kak, CAS RE 
的 连续 性 概念 .在 研究 具体 问题 时 ,许多 算 子 常 不 具有 较 强 的 有 界 性 或 连续 性 ,但 却 具 有 较 弱 


的 有 界 性 或 连续 性 . 
定义 2.1.2 X T:9(T)C X Y,x,€9((T). 
(DEK T # x 是 次 连续 的 (demicontinuous) , 如果 站 lz CAT), 有 


w 
"- "ro Tr, —* Ixg;i 
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(DPR T Ær Acab yE2 (weakly continuous) ,如 果 Y 1, IC S( T 有 
X. — z => Tx, — Tx 

(3) 称 了 在 zo 是 强 连续 的 (strongly continuous) ,如 果 Y | c, OS T), 8 
X, — z => Tr, — "Txoi 


(4) Y — X° , 称 T:GUT)C X X" fE ro 是 半 连 续 的 [hemicontinuous) , SHE V & € X, 
A DO xt LAC OCTMS A 


£80 T ritt, h Ta. 
M, Ei TEACHT) EHARA PEEN, ER T YE O 上 具有 该 种 连续 
tE, 
若 了 是 线性 算 子 , 则 以 上 两 个 定义 给 出 的 有 界 性 和 连续 性 都 是 等 价 的 ; 若 T 是 一 般 算 
TB X,Y 都 是 有 限 维 的 ,由 弱 连 续 、 次 连续 . 强 连 续 都 与 连续 相互 等 价 ;在 更 一 般 的 情况 下 ， -— 
这 些 概 念 之 间 有 如 下 关系 : 


一 至 连续 OC AR 
y 

强 连续 过 ”连续 Ü 
1 J 


mi ERO KER > MRAR 
" | 


| 半 连 续 
但 我 们 略 去 这 部 分 的 讨论 . 在 第 3 章 变 分 法 的 讨论 中 ,将 考虑 泛 函 这 种 特殊 算 子 在 某 类 集 上 上 


的 有 界 和 达到 极 值 的 问题 ,从 击 要 进一步 地 讨论 它 的 葬 连 续 性 并 且 用 到 空间 的 一 些 弱 拓扑 概 


2.2 全 连续 映射 


定义 2.2.1 设 义 为 赋 范 线性 空间 , DCX, 称 映射 下 ;DD->Y ARR, mE F 38 D 中 
的 任何 有 界 集 A RY 中 的 列 紧 集 .如 6 果 下 还 是 连续 的 , 则 称 下 是 DD 上 的 全 连续 映射 (或 紧 
连续 映射 ). E | 

全 连续 有 映射 是 一 类 最 重要 ,应 用 最 广泛 的 非 线性 喘 射 , 它 是 从 具体 的 偏 微分 方程 和 积分 方 
程 的 研究 中 归纳 出 来 的 . 


紧 忠 射 的 不 动 点 相应 于 方程 的 解 ,对 此 类 不 动 点 问题 的 研究 ,已 经 有 了 十 分 丰富 的 理论 成 
果 


定理 2.2.1 UL X,Y 是 赋 东 线性 空间 ,了 CX,Y 完备 ,日 FF :DY 了 ,n=1,2,… 是 一 列 

全 连续 映射 .如 果 对 于 D 中 任何 有 界 集 4 及 任何 e >0, 存 在 正 整数 N ,使 得 当 n, mN 时 有 

sup | Fyle) F. (z)] <e, (2.2.1) 

则 存在 全 连续 映射 下: D 一 Y, ,使 得 当 not, | F,{x) F(z) 中 在 也 中 每 个 有 界 集 上 都 
RATE. 
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证 明 PT H xXR(2.2.1 u AH, V x€ D.F, (x)! Æ Y PAI Cauchy 列 , 因 Y 完备 ， 
lim FOE Y 中 存在 , 令 F: D > Y 定义 为 :F(x) - lim F,Cxr),PERIFIZRO2.2.1)f8 : 24 m 
—colff, l| P.Cx)- F(z) || =0X F z€ A 一 致 地 成 立 . 

Hin NI, F AD EHER. 

再 证 下 E KEKS. I A ED 中 任 一 有 界 集 ,为 证 F(4) 是 了 中 的 列 紧 集 ,只 需 证 明 
Ye>0,F(A) 在 Y 中 有 有 限 的 e 网 .由 于 F. YEA 上 一 致 地 收敛 到 下 ,可 取 定 n, EN, tE 

sup | F, (z) = Fio) <5, 
又 因 F, ERRI, F, CA) Y 中 的 列 紧 集 ,从 而 具有 有 限 的 记 网 , 故 不 难得 到 F(A) 具 有 有 
RAJ e 网 ,证 毕 ， 

定理 2.2,2 WE X, Y 是 赋 范 线性 空间 ,M E. X PHARE, F: MY 连续 , 则 下 是 
全 连续 上肢 射 的 必要 条 忻 是 对 任何 e >0, 存 在 Y 的 有 限 维 子 空间 YY, RUE THXESEBAUN F, : M 一 
MARCI 

sup || F(x)~ F,(z) | «e. 

证 明 由 下 (Ai 在 YY 中 列 紧 ,存在 有 限 的 s 网 , 即 存 在 ysyt y, € Y EB V y € 
F( M), SEE E y ISAS Way v— yl «e. 

令 Y, = spani y, 2237755 Ym | RI Yii Ye 张 成 的 EX MET 2s [BÉ n Sm) ,并 记 

B,-B(y;e)-*ly€Y:l y^y [| €el.i—1,2,,m. 
采用 记号 dist( x, A DEAXURZUR x 到 子 集 A 的 距离 (定义 为 infid zy): y€ AD, TE 
PRÉC f: YRA 
Fly) 2dist(y, Y-B; ),i=1,2 e,m, 
上 表 进 行 映 射 F :M = Y, ,其 定义 为 
F.(z)= Pia (z), V z€ M, 
其 中 
a (2) = ,(F(z))/ 9 CF GO), 
则 不 难得 出 F, 有 意义 昌 连 续 . X HM | F(z)— y | >e BEA GRO) 70,17 1,2, m, 
故 
I Fæ) -F, Gr) ll =-= L À ll Y AGGOXFG)- x | 
2, 5 (FG) Ud 
«x 3 GG) HL EG) - y | 
2,5 (0G) 


«e, V rE M, 
从 而 
sup lFG)- Fle) | xe. 
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证 毕 . 
容易 看 出 , 当 Y 完备 时 ,根据 定理 2.2.1, 定 理 2.2.2 中 的 必要 条 件 出 是 充分 的 . 
例 2.2.1 WE QCR" 是 一 个 有 界 闭 区 域 ( 即 一 个 有 界 连 通 开 集 的 闭 包 }, 上 (zx,w,w}) 是 
内 X 站 xR 上 的 连续 函数 , 则 积分 算 子 
K:C(Q)>C(0).(Ke)(z)= e Gc p(y))dy, 
A 


是 全 连续 算 子 ， 
证 明 设 B 是 CLQ) 中 的 一 个 有 界 集 , 则 存在 常数 Co >0, 使 得 Ye 所 ,有 
H ll —max| e(z)| S C,. 
记 M= max Mrs) L BU 


(re nx 
PIS 


|(Ke)(z)| = Gr yo dyl SMe( 0), YpEB (IDRE Q 的 工 测 度 )， 


因此 上 尺 (B) 中 的 元 素 在 Q E— 308 96 ,根据 Arzela-Ascoli 定理 ,为 了 证 明 K(B)3E CCO B3 
紧 , 只 要 再 证 K(B) 中 所 有 沙 数 具有 等 度 和 连续 性 即 可 . 现 对 任意 6 >0, 由 于 上 (x,y,w) 在 
xXx[ 一 Co;Co] 上 一 致 连续 , 故 存在 5>0, 使 得 当 zx, z, C r Ir 一 x | < ó BF, EE 


Jelzi y u) -klaz ysu) E rpg YYE NEL ~ 6,6], 
于 是 对 任何 wE€EB, 有 
cg) Gn) 7 Gg) GL | (UG op) klay pO) dy 


<Ir De. 
此 即 K(B) 具 有 等 度 连 续 性 . | 
最 后 再 证 K 的 连续 性 Bt lo, UTE C( rh rak ex , 则 1 在 CC2) 中 有 界 . 因此 ,存在 
常数 C, 20, PRH z€ O BE Eg Cz) IC. n 70,1,2,- AHER 620, H k(z,y,u)fE 
人 XQx[ 一 Ci,Ci] 上 的 一 致 连续 性 知 ,存在 820, 04 uu El- CC], Alu,- u 
<ò 时 , 恒 有 I 


bns y) k(z,y,ua)| <rt) Yz yen, 


H Tie, ECCO TPIESCUE p , 故 存在 正 整数 N ,使 得 当 nN 时 , 便 有 
i Pa — Po l ci < Ó, 
TE 


(Kø, ) (zr) - (Kp) Cz) S| iky pI) -Eley poly) ldy 


EA V r€ r, 
从 而 | Ke, - Kes ll «ase, BD K TE C( Q) ExkSE up. 
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2.3 抽象 函数 的 积分 与 非 线性 映射 的 微分 


2.3.1 抽象 函数 的 积分 


我 们 先 把 数学 分 析 中 Riemann 积分 的 概念 推广 到 抽象 函数 上 去 ， 

定义 2,3.1 设 义 是 一 个 实 Banach Zzf8l, DCR. WEF 2: D— X, BE ELSE z 取 实 数 而 
函数 值 取 于 实 Banach 空间 X 中 的 映射 +{z), 称 为 一 个 抽象 轴 数 ,并 常 记 为 x0): DX. 

定义 2.3.2 设 z(t):[a,5] 一 XX. 进行 [a ,5] 上 三 意 分 划 Pla tll LLT 
b ,并 构成 Riemann 和 


olP)= EC )^t;, 


其 中 At =t tirs PP -Lulff2Z:-li2. sn dE ACP) 7 max At, XP A (P)—0 
时 ,gt 也) 在 处 中 趋 于 某 极 限 1, 即 存在 TEX, 对 任意 :>0, 存 在 5>0, 使 当 A(P)<5 时 ,不 论 
& EARO, EUR ll a (P)- 11 <e, MIK x(z) 在 [a b] E Riemann 可 积 (或 尺 ~ 可 积 ), 称 I 
为 x (7) 在 [a ,5] 上 的 Riemann 积分 (或 民 -- 积 分 ), 记 为 

[ zCOat, 


BU 
h n 
1-| x(dt ^ Mim. DECOR 


定理 2.3.1 Ë rl): [a,b] X EZ, rla, b] E R— ËR. 
证 明 ”由 于 ritn KATA Cantor EEEH, AAE >O e dela b] E 
一 致 连续 ,于 是 Yes>0, 38>0, 使 当 z,t,Ela,5]， Hin 515584, 有 


lzG- alt) | <s>: . | (2.3.1) 
É P E[a ,6 的 一 个 分 划 , 旦 A(P)< š, t P E Pint, Bl P 的 基础 上 添加 一 些 分 

点 形成 的 分 划 , 则 (PP) 所 4X(P)<5, 且 从 式 (2,3.1) 易 得 
| e(P) —sCP) | <. (2.3.2) 


BEL a ,6] 上 一 列 分 划 P, im = 1,2, 7,3 P, 8 P, 的 加 细 , 并 且 A CP.) 990, n0 ,由 式 
(2.3.2) 9 [a (P, )1 š X tB Cauchy 列 ,因为 XX 是 完备 的 , 故 存在 TEX, 使 o(P,) 一 1,n 一 %. 
于 是 存在 正 整 数 N 5 ZEN BF, A (P. )< ë E 


la(P.)- I| <. (2.3.3) 


# P Æla, b] EERE ACP) X RHR, id P' E P 5 P, ORAC, 51894 RJ, MJ P^ E 
的 加 细 , 故 由 式 (2.3.,2) 和 {2.3.3) 有 
l a(Py-I1=s Ha a(P)-s(P"')| + jl a(P')-a(P Oj] * laCP2- EI 
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£ £ £ __ 
<Syl313 e 


故 rila, b] E R-E. iE. 
fx X 2.3.2 和 定理 2.3.1 可 得 下 述 结果 、 
推论 2.3,1 i$ x (D xD eitla bim X AEE, a.p AER, SEX, WA 


f Ga +Rza(t))dt=a | Da+r8f =,D; 


DAS toan =| (z(a, 
命题 2.3.1 £ x (Da b] X 连续 , 则 
| ecaj eco laKa- a) max, Leo UL. 


证 明 dT (Oa, 5] X 连续 ,所 以 | Ez CO | de 和 mag Lx CO | 均 有 意义 . 设 
P 为 对 [a b REANA = n <<<, m bI | 
POET |<] E) la, 
令 4(P) 一 0, 则 有 
 [zG0a | <| zolasG-eymas LC M. 
证 毕 . 
命题 2.3.2 若 x, (X: [a,b] X(n 21,2, ) ESRB. iz. (1)! 在 [a,51 上 一 致 收 化 
Faal). Cz): La, 5] X XE, BE. 


lim [ z. 1)d -l'scoar. 
证 明 由 荣 件 立即 得 出 x(::[a,5]— X 连续 , 故 由 命题 2.3.1 有 
1s coa - [| z(a: | = INCIOLEQE «(5 - a) max I x.) z(2) ll. 
BrFxGMS[la,b]E—SIESCE r(t) W nok, 


(b a) max lz, CO) 7 x0 | —0, 


从 而 
imf z (2)dt = z Gode. 
证 毕 . 
EM 2.3.3 E rlt)i [a,b] =X, €[a,5] E TEE y € X fidi 


i | zlta + At)— xlt) 
1m 
Pre AL 


e| 70; 


则 称 z (EDZE to 可 微 , 称 yo 为 GO t BUSH ioo D Cap Ca y gg 


> op rity tA) z(to) _ 
x (to) lim At 一 Na 
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车 z+ (+:) 在 [a, 56] 中 每 一 点 * 均 可 微 (在 点 a 右 可 微 , 在 点 6 左 可 微 , H 
lig £280 Ela) 和 lim EBEA ECO) eee) Wes (ofr o, b] E REB SC 


à A= 


Sig de CO. nex 也 是 一 个 抽象 函数 ， 


命题 2.3.3 3 z(t)i[a,5] X 连续 , 则 y(:) 二 | z(s)ds(zE[a,6]) 在 [a,5] 上 可 微 ， 


县 y (222 z(2). 
证 明 设 1t€E[a,8],At 20 EH z^ Ar€ [a, 5], WA 


[35220 X9 - «(0| - HI. (^68: - 20] 
-| [toco] | 


< lz) -zd 
< max, l z(s)- xGO | 0 CAz0). 


当 At<n0 时 ,类 似 可 得 同样 的 结果 , 故 y(z) 在 [a ,586] 上 可 微 且 y (2) = l) .证 毕 . 
数学 分 析 中 牛顿 一 莱 布 尼 芯 公式 也 可 推广 到 这 种 积分 上 来 . 
定理 2.3.2 若 z(ti) :fe,b5] 一 XX, 在 [a,5] 上 具有 连续 的 导 函 数 r Ce DR 


ION — x(d)- zlc), 


x [cd ]C[a,5]f£XE. 
证 明 YFEX*, 由 推论 2.3.1 有 


ff ac) AE) T 


id gr) f(z(1)), 则 g(2) 是 [a ,5] 上 的 实 函 数 , 且 g (2) = Fx (2) Ela, b] 由 于 


['a (Ode 7 g(2) - glo). (2.3.5) 
由 式 (2.3.4) 和 (2.3.5) 以 及 /的 线性 性 质 ,有 
sf aar) = flald))- féx(c)) » f(x(d) - z(c)), 
再 由 f€ X" 的 任意 性 ,得 
[= G)de= z(a) alo). 
证 毕 ， 
2.3.2. 非 线性 映射 的 微分 


下 面 我 们 先 介绍 Fréchet 意义 下 的 微分 , 它 是 数学 分 析 中 全 微分 概念 的 推广 ,然后 再 介绍 
Gateaux 意义 下 的 微分 , 它 是 数学 分 析 中 方向 导数 概念 的 推广 ,后 者 所 要 求 的 条 件 较 弱 些 ,对 
于 泛 孙 用 起 来 很 方便 ， 
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i X, Y HAX Banach 空间 ， 
E 2.3.4 EDAX 'BBSSESE HT f: D Y RIEA, ED Æ Fréchet BT PS (F — n] 
微 ) 的 ,是 指 存在 ACB, Y) DIS h C X, x; M hC D 时 ,有 


Fizat h) - fizi) = Ah * exo. h), (2.3.6) 
其 中 olro h) Sol ll & 12, Bf 
| e (xe h) | _ 

14 | —0 TA 0. (2.3.7) 


这 时 称 AA 为 了 在 zw 处 的 FE~ 微 分 , 记 为 df xh EQ F GR. AT A RASE 点 的 F~ 
FATO, MA d/r R f (n2. ED 内 每 点 都 下 - 可 微 , 则 称 £F ED 内 下 - 可 微 ， 
这 时 /'C):D—8(X, YO) RC fF'Cc)m RA FED ERS E- SORT CO F- Sh 
数 f TE xo 处 连续 , 则 称 了 在 点 zx 处 连续 下 - 可 徽 ， 
由 此 定义 不 难得 出 下 面 的 推论 . 
推论 2.3.2 
(DF ~ 导 算 子 是 唯一 的 , 即 着 还 有 4 所 安生 ,了 ) 也 满足 (2.3.6) 和 (2.3.7) 两 式 , 则 必 有 
A=A; 
(2) 求 导 运 算是 线性 的 , 即 车 F, , f, D> Y 均 在 点 rED Aib F— BEBE c c, 是 实 常数 , 则 
ci 六 +c 户 也 在 点 工 处 下 -可 微 ,并 且 
(cfi t ex fa) (z)=c fi a) tefa (m): 
(3) 常 值 算 子 的 下 -导数 是 零 算 子 0. EIE V >€ X BUG FG y, € Y, lf 
f (x)20, v z€ X. 
(4) 有 界线 性 算 子 的 让 一 导数 为 常 映射 , 即 若 (x)= Ax, AEMX, Y), 则 有 
f (x)-A,Vxr€X. 
2.3.1 e X-R',Y-R",n,mCN.BI m "n TAR 
f Gn SUQ.m.i—l2,v.m 
确定 一 个 算 子 FIR"--RU WF UER TERREA): 
FT)= Fm) FT) ,r= ri Ts ER', 
再 设 每 个 f 都 在 xu 的 某 邻 域内 具有 连续 的 一 阶 偏 导数 ， WR AER", 34 | 5 | 充分 小 时 ,由 中 
ERRA 
Feath) 7 fix) m (fi(ze t h) filrss faxo FR) — fanl)! 


_ n 9f " of, " T 
- [2 OT, up +B A > Ox. ze tat J ° 
BR Ff Ear E F-AM, R. F(zo) 由 下 式 表示 : 
9f .. 9h| [a 
Qr, Qr, ñ 
f (zo)h= | i : |， 
9f, .afn 
Ox, x. l _ h, 


n r= z, 


Bh f (z PAA f TE x, 外 的 Jacobi 矩阵 . 
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推论 2.3.3 设 fF: D— Y YEA x, € D RE F— EI, Hl] F TER x, 处 连续 ， 
证 明 由 定 兴 有 
f(za t h) 7 fixo) Ah * wlr h), 
其 中 AERX, Y) ro thE D, wlz 下) 一 of 下 | 从 而 有 
|l FGzg th) — fro) |< IE AR I + | oro 82 E 0081 8 1 0, 
故 了 在 点 za 处 连续 .证 毕 . | 
定理 2.3.3( 链 式 法 则 ) j X, Y 和 2 均 为 实 Banach 空间 , 开 集 DEX, HE HC Y ,'C 
FDY. AF gH-—Z.H f(D)CH. f EAr EDA F-AM, g 在 点 f(xo)= x € 
日 处 下- 可 微 , 则 复合 算 子 gf 在 点 xo 处 F- 可 微 ,并 且 f 
(gf) Cro) =g (y,)£ Cx). (2.3.8) 
注 等 式 (2.3.8) 的 右 端 是 算 子 的 复合 而 非 乘积 . 
WEB] 因 / 在 点 zo 处 ,g 在 点 yo QË F- $E. EAX, y), g (yo) EBEY, 
Z) ,使 得 RC X, x; T h€ D,RC Y,y + k € H RJ 


fixo t h) - firo) 9 f'(xo)h + (zo, h), (2.3.9) 
gy t b) - g(yo) o g'Cyo) E yo), (2.3.10) 
FUP wlr h)= olla i) oly k) 7 oC & I2. 5X (2.3.10) PR k= f(x, h) 一 
f (xg) MA 
Gif) xo t h) - CgF)Uxo) — g (ya )f Cxo)h * ws (xo, A), 
其 中 | 
o; (z.  h)=g'(y)e(zo,h)+eo(y, Ë), 
H 


le, A E A S a G oleh) i AE e RERA AS 
= |H A | —0). 
从 而 依 定 义 可 知 : 复 合算 子 er TEX, 处 下 -可 徽 ,并 且 式 (2.3.8) 成 立 . 证 毕 . 
定义 2.3.5 WR DC X 为 一 个 nx 开 集 , 若 ¥zxoED E V h hh, € X, 3820,00 


| 1X 8,6(-1,2, n Bj, 有 zt YA € D. 


EX 2.3.6 设 口 为 X 中 一 个 1 开 集 ， z € X,H FDY. ER p€ X TE 


lim im Aere HD T fen) fero) (2.3.11) 


存在 于 y 网 称 此 极限 为 在 处 沿 方向 页 H G- ^r HERA DU FG) ] 或 df(xg;h). 
HAE- AEX, DUS Go) ABFE, WEB f YEA z, 处 Gateaux 可 微 或 G — 可 微 . 若 还 存在 g 
EAX, Y) (EI G— BUY D f(za)h] = gh, V h€ X BUR f Er 外 具有 有 界线 性 的 G 一 微 
分 或 称 了 在 re 处 是 G- DERE. RE z AS Er 处 的 G- 导 算 子 (或 G- go 
Df(xs)-g. # f ED ERU x 处 具有 有 界线 性 的 G— 微分 , 则 称 f ED 上 具有 有 界线 性 的 
G 一 微分 或 称 了 在 D 上 是 G- 可 导 的 . 并 称 Df(z),xED 为 在 D 上 的 GG- 导数 . 

定理 2.3.4 全 一 微分 具有 下 述 性 质 : 
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(1) fF E x € D AE h DA G-A, MAHE y € Y" ,函数 olr) =y (f(x + th) 
在 z=0 处 可 微 , 并 且 e (0)=yx"(D[ (z )h]). GE f EEREEL = Exo + th | € [0,1] idg— 
点 处 沿 h AE G- npo Bl] pCz) 在 [0,1] 上 可 微 ,并 HB p (09 y" (DI f(z= t 25D 
(XE f EREL E G Hf, WF cC [0,11], 88 
| fGxo tA) Fro) l S&D Eyt 282511 5 
(3 六 中 值 公式 ) 设 Y 是 Banach #0], V (2) 2 D[ f( zo t th )h HE(O, 1] EE, B 


f(xo + h) -7(zo)=| Gt, 


这 里 | 多 (dt 是 连续 的 抽象 函数 更 (站 的 Riemann 积分 . 


证 明 (1) 可 以 从 定义 直接 推出 ,下 面 仅 证 (2) 和 (3). | 
(2) 由 Hahn-Banach 定理 的 推论 (推论 1.5.1), 当 (xot+h) 关 f(zo), 存 在 y € Y^, 
| > i=1, 使 得 
y (flroth)- fro))= | fGxa +h)— flr) Il- 
仍 记 e(1) 9 y" (f(za t 所 )), 则 由 (1) 和 数学 分 析 中 的 中 值 公式 ,有 
| fCxo * 5) — flr) ll = 900 — g0) 
=ø (r) (Œf rE[0,1]) 
=y" (DI f(x, + th)A]) 
x Ë DLfGzs + )5]l , 
当 firat h)7 fira), ERE E 
| fixa t h)- flra) | =< Il D[ f(x, + zh )Añ ] | - 
(3) 任 取 > € Y" ,根据 假定 ,函数 p) m y" (f(za t th) E0, 1] ENM, EB e (z)= 
3 (是 (t)) 在 [0,1] 上 连续 ,由 微 积 分 基本 定理 可 得 
y' (f(za t &) - f(z4))= eO) — @(0) 


=f eodem fy Cr» 


-y (iroa), 
Hy €Y 的 任意 性 , 即 得 
Flath) -f(z0)=| war. 
证 毕 . 
下 面 的 定理 表明 了 Ff 一 可 微 和 G -可 微 的 关系 . 
定理 2.3.5 PD Y FE a € D 处 F- 可 微 , 则 了 在 点 <, 处 具有 有 界线 性 的 G- 
微分 ,县 
De 
证 明 因 /在 点 zo 处 FF- 可 微 , 依 定义 知 了 (xo)€ (X,Y), 使 得 hEX,z。+hED 
时 
fü 07 f(ze)= f'(zo)h + we,h), 
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其 中 o(x.h-oCl 8 l) RA 
fx, + th) — f(xo) 7 f (zo )th + 中 (Xxo, th). 
A hs0 时 , 因 


lim| e Gro th)| | exo £82 II 


Fd 


= lim |l A | 
1x 


有 


lig ft T) c fer. e) 


BIKEN, f£ TER xo 处 具有 有 界线 性 的 G- 微 分 ,并 且 D fF(z )h]= f Cr, )h . EAE. 
定理 2.3.6 (M. M. Vainberg, 1952) 8€ DC X 是 凸 开 集 ( 即 D EF E H3N E: V x ,y 
ED ErCi0,1l,.ex t (17 2)y€ D), fF: Do Y ED RAA RAER G— wa, HA G - + 
算 子 DA(z) 在 D 上 连续 , 则 了 在 D FE F—- mig, 8 f'(x)-Df(x),x€D. 
证 明 Vx € D, Jr, 的 球形 邻 域 B= [z€ X: |z <+ | €rl CD. E RC X.z + h € 
B, i wl roh) =flroth)- Flr) -Df r) h WEXRRHEH (zo h) 7 ol 有) 妈 
得 结论 . 若 Y z + h € B 都 有 w(xo,h)=0, 则 结论 已 得 . 现 设 对 某 ze th €B, a (zo h )Æ0, 
则 由 推论 1.5.1 知 3y C Y' ,使 | y* | - 1, B 
y GoGxo AS |l oo A LE. 
由 定理 2.3.4 之 (1) 有 
ll exo, A)| m» CFGzo t 827 f(z  ) - DfGn 5) 
— y Cf(ixo t h)7 fix y" (DEF z)h) 
=y" (Df(x, * £h)h) - y" (DfGz JA) (EI r€ [0,1]) 
=< | d Dirt ch) -Diro) | lA d, 
hh DA rE D 上 连续 , 易 得 | olro A) il = ol llk I). WES. 


2.3.3 ” 非 线性 算 子 的 泰勒 公式 


本 和 节 最 后 一 部 分 内 容 是 将 数学 分 析 中 厌 勒 (Taylor) 公 式 推 广 到 非 线 性 算 子 上 ， 为 此 要 先 
HERB F- SS. 

4EX 2.3.7. WE X,,X,,--, X, 和 YY 均 为 实 Banach 空间 , 称 算 子 fiX, X X, XXX — 
Y En 线性 算 子 ,如 果 F(z ,zr r ) 对 每 个 变 元 z € X;,,i 71,2, n 都 是 线性 的 , 藻 还 


存在 常数 M P0 使 得 
| Fx, x2 n) ESEM Dx, MEE xs Mn a 

对 任意 的 z. €C X112, n 都 成 立 , 则 称 算 子 了 为 有 界 n 线性 算 子 ,并 称 
I Fn HELM l f(x i, zy U z. d 

为 了 的 范 数 . 


ig SX, X Xxx X. Y) X x X, X... x X, #| Y 的 有 界 n 线性 算 子 的 全 体 , 则 按 通 
常 的 算 子 加 法 和 数 乘 以 及 范 数 | / ,用 归纳 法 可 证 明 BAX, x X, x... X X, YY) 构成 一 个 Ba- 
nach s l. X, = X; == X, = X id a (X, Yo-s(X, Yo, CX, Y)-S(X,u3(X, Y), 
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了) 则 可 以 用 数学 轨 纳 法 证 得 名 ( 久 x Xx… x X, 了) 与 
一 一 一 其 一 一 一 


务 (X,Y) 是 等 距 同 构 的 ,因此 在 一 定 意义 上 这 两 个 空间 可 不 加 区 别 .下 面 我 们 仅 证 2( x x 
X, Y)53,0X, Y JRHI 纸 夺 , 双 (X,Y)) 等 距 同 构 , 整 个 数学 归纳 法 证 明 不 难 在 此 基础 上 完 
成 . 

VfC2(XxX X, Y), Vz=<C€ X, f =fr XY NH ,(y)= f(z,y)( V y€ X)zE 
广 的 映射 , 则 f ERX, Y). 

Vz€ X, g,(x)- f. UA g C L(X,9(X ,Y)), BA 

lea lse i= se fry) HEN FN lel, VrEX, 
Kg ((z2)€e% (X,Y) B || eg AS] fl. 

现 令 S(XxX,Y)S] AX, Y)BIURM o po (f) = g V f€ 9%( Xx X, Y), MEM z 是 
—— RH. VgCSS OX Y), f. (=, y)=(g(z))(>), Vzry€ X, MJ £ E X x X #| Y 的 双 
线性 算 子 , 并 且 有 

lasy = | a(xD =< e(z)]| Ssg etyl, 
从 而 REKXXSX, YEAS] el. BA olf) =g, Am z X ER EBGERÉL EX o 是 
GOX X X, YS g. (X, YR — Tp ——Ó»N. 
另 一 方面 , YAER, f,fEMXXxXX,Y), 有 
a( AF) — Ag, = A f), 
s(f*f)-gtg-e(f)te(), 
B SX Xx X, Y) 2,0, YOU, ARATE || Fi = | (| , TEE AX xX, YOS 
CX , YF EFH. 

定义 2.3.8 É X #lY HIX Banach 空间 ,DCX 是 开 集 , 若 算 子 /:D— Y XED EF- 
可 徽 , 且 导 算 子 DAX, YEA n ED 是 二 ~ 可 微 的 , 则 称 算 子 f ER r 是 二 阶 下 一 
可 微 的 ,这 时 称 了 在 点 zx。 处 的 F- SERE CE Ge 029 f TER z, ARE F- 导 算 子 , 记 为 
Fx E F':D-A,(X,Y)fED EF- BEES F- 导 算 子 DAX, YEA x, 是 F 
-可 微 的 , 则 称 算 子 了 在 点 x. e= Br F — 可 微 的 ,这 时 称 广 在 点 z, 处 的 F- 导 算 子 
CF) (ro) 为 了 在 zo 点 处 的 三 阶 FF- 导 算 子 , 记 为 f”(zo) 或 fF xn). 同样, 一般 好 有 ;车 
"了 ?了 :D>%,_s(X,Y) 在 D 上 FF- 可 微 ,是 其 导 算 子 (077 :D— X, YJE z 处 是 下 
-可 微 的 , 则 称 f TE z 处 是 阶 F- 可 微 的 ,这 时 称 天 "0 在 点 zo 处 的 F-- 导 算 子 为 了 上 在 点 
zo 处 的 二 阶 F- 导 算 子 , 记 为 (x0). 

根据 定义 有 f (z) € 2(X, Y), e, ff) (z) EAX, Y), H @ (X, Y) 与 

Xx 后 Hf i 2) 2a 、 
gx X,Y) 3$ WB fd 38, 故 可 认为 F(n).€ S(Xx--xX, Y), Jt ffi in 


f” (a, - ho RYN f” (rah , 71,2, I 


定理 2. 3. .7 RI-ixix—za.tih0mrm ,其 中 xC X, h € X 取 定 值 ,zCD. 若 泛 函 
FK DRE EE: +1 Br F- 可 徽 的 , 则 存在 0€ (0,1) ,使 下 面 的 Taylor 公式 成 立 : 


f(x t h)9 fix) t f(x PAS GB ene o f Gs) 


& 2X 1E HERE S TAL 40 . 


t fU (zo + 85)" 5. 
证 明 ii g(r)— f(za t th), C€ £1,0], WH RESTE UIT g(t) 在 [0,1] 上 n+1 阶 可 微 ， 


ig 
g G)- f'(z t th)h,g' (t= {rot thh pe, g "P (ge) fF P (x tA, 


由 数学 分 析 中 函数 的 Taylor 公式 知 ,存在 8€ (0,1) ,使 得 

g(1) 7 g(0) + g (0) taya (0) ++ Log 0) Lag" O), 
于 是 得 

FG, + h)= flao) + f Crah oc d, f (zo try rt my. 
定理 2.3.8 UL 79 X 中 的 凸 开 集 . 若 算 子 F: O— Y 在 Q 内 有 连续 的 x +1 阶 F- 导 数 
fus ; 则 对 任意 的 z € Q KRhC X, M xo th C 时 ,下 面 的 带 积分 余 项 的 Taylor 公式 上 成立; 


fs 8) m flao) tf (ro tt d f Gage e [| Oo enfin Ga + hd, 
WEBB jc FOX 
FG)= flath) + (7 Df Cro thh s e HL DT Gase), 
X xQ€0 Kh€ X, H z +h€ 1. Q rS, E OEN ES, ie Ps 9 


F(+):[0,1] + YTE[0,1 ] LRA HRR SE ERI F (0). 
由 定理 2z.3.2 有 


[E dt FQ) - FQ) 7 Gs 8) [fro) + f Gh t d f Gan, 


而 
F'(1) 2 f'Ga t tih)h-— f (ze t )h + (1— t) f" Gg + th)h2 - (1— 2) f" Go, h )h2 
ke UL? eme a) 
SUTEN prose n), 
故 有 


| . 
1 a nt + 
Qao Dx, t th)h"!!dt 


=f(zoth)-[f(zo)+ f'Ga)h e d f Ga )8* ], 
即 带 积分 余 项 的 Taylor 公式 成 立 . 证 毕 . | 
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2.4 Bap GER wu Hi 


2.4.1 BU SES 


隐 函 数 定理 有 许多 重要 的 应 用 . 本 节 把 此 著名 的 定理 从 数学 分 析 中 的 函数 方程 的 情形 推 
广 到 算 子 方程 的 情形 . 

E X, Y 和 2 均 为 实 Banach 空间 ,DD dE X x Y 中 的 开 集 ,下 :DD 一 2. 与 数学 分 析 类 似 , 也 
可 以 引入 偏 导数 概念 , 设 (zxo yo) € DU F(z, GF Go y) TERR z GR. yo AME. x O8. y) 
HE- 导 算 子 存在 , 则 称 它 为 下 在 (zy 和 ) 处 对 xz( 对 四 的 F- 偏 导数 或 偏 导 算 子 , 记 为 
FG CE; Gro 390) 8 F ED 内 的 每 一 点 对 zx( 对 0889 F — 偏 导 算 子 都 存在 , 则 确定 了 
一 个 下 对 x( 对 3088 F — fiSepa isk i Sr FCF). 

定理 2.4.1( 隐 函数 定理 ) EDAX Y 中 的 开 集 ,(xo,yo)€D. 若 下 : D— Z 连续 ， 
F(xq,yo) 0, F (r, y) E D AFERE AC r ,yo) 外 连续, 并且 Fr oy Ye 有 有 界 
j. MFE 60050 820,448 | x — z l| <> 时 , 算 子 方程 F(x,y)=0 在 i y yo d <à 内 
存在 唯一 的 解 y= FO WE yo = flr) B. FDE | x- z, | <r 内 连续 . 

证 明 因为 Fl(xo.yo): YZ 上 其 有 有 界 逆 [ 下, (zo ;yo)] ROTE M >0 f 

lE FG»! SM. 

HA F lr, y MEA (zo, y Att, A F # D 内 连续 ， 故 存 在 > 和 9>0， M49823 | > — zo! 
<r, l| y- x | <ë BF, E 


IF (r,y)- FG.) <s (2.4.1) 
H3r€(0,r],f518245 | zz, || < 时 ,有 
| Elz, yo) || = [| Fiz, yo) 7 Fiza yo) | € (2.4.2) 


SU EUR x x Ë <r 的 x 固定 并 定义 算 子 T(x,*): 
T(z=,y)=y-[F i (xoy)  F(z,y), 
则 "TIEz,y) 在 yy 一 四 <s 内 存在 唯一 不 动 点 IGOSET RT AB F(z,y)= 0 存在 只 
一 解 y= flr)". 
35 || y y ll <8, fi 2.4.08 


| Ti (z=,y)|| -1]Ln-lFGs»)]' FG.) 
SU Fimo v2] Il * E Fz Cro y) Filz, y) M 
1 1 | 
«Mg; =. 


! T(x,y;)- Tiz, yp is Il T(r t 0(y; 9) M | S2 ^ M1 I 


1 
< yzy, (2.4.3) 
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SE Tle, EI y- y | <ó EE -TERR LH J| y — y, | <ó 时 ,由 式 (2.4.2) 和 
(2.4.D A 
l TGr.y)-7 yo ll Hl T(z,y)- Tle, X ll + H TG.» -v ll 
=|| T(x.3)- Tlr, yad || + lU F; Cro 921  FCro ye) 
«3 ly- | + M3 
<ë, | 
Bp (x,*) 将 闭 球 让 (yo;6) 映 入 开 球 B(yo;9). 据 压缩 映射 原理 知 , 当 | — zo | <r 时 , 算 
TOTO MEI y y || <ë FÉETEPE- BAR 尖 工 ), 且 此 不 动 点 满足 ‖ FO) y Ë <ó 及 
f(za)= yo. 
最 后 只 需 再 证 f(z) 在 上 ‖ z-z | <r 连续 . 任 取 Lx; 满足 | z; xs l| <r, Fi y, = 
fGx;),i 1,2, Wl 83x (2.4.3) 
lys y | = | T(z;,y,)— Tí(xi y) | 
<| T(z,,y,)- TG y0l + | TG y07 TG yl 


«3 lyy |+ EE E; Croy T! EFGa 3) 7 FG 11 


<> ll; Í| +M || FG y S Firo l, 
故 得 
|>, > | <2M || FCrz yi) - FCri. yl. (2.4.4) 
因 zi ,zx ETF | r-rel <r i ysy EFi y- y | <š, B F(z,y)# | z-z l <r, 
| y — | <ó 连续 , 放 当 zx, 时 ,上 式 右 端 趋 于 0, 从 而 
f(z,)= yi yi 7 f( mi). 
这 就 证 得 y= F(x) 在 | x zo ll <r 内 是 连续 的 .证 毕 . 
如 困 对 算 子 下 增加 一 定 的 光滑 性 ， 则 利用 隐 函 数 定理 得 到 的 解 y= f(x) 也 会 具有 相应 的 
光滑 性 . 
定理 2.4.2 除 满足 定理 2.4-1 的 全 部 条 件 外 , 若 F (xz,y)55 F(z,y) 还 在 (xo, yo) 的 
某 邻 域 中 连续 ,出 存在 >>0 和 >0, 使 定理 2.4.1 结论 中 的 了 唯 一 解 y= (MEI x — z, || < 
r 中 具有 连续 的 F~ 导数 产 (x), 生 
fx) -[F (z,f(z=))]' F (z,f(z)), || z xa | <r. 
证 明 假设 在 定理 2.4.1 PEER r,6 还 满足 :对 M,>0,34 | xxl <r, ly- yo ll 
«6 Hf, EE LG | <M,. ER r€ X 8 || =, — az || <r, W| 
Fi Cray) = FoC rasy) tl F Czy) F(xo, vo)] 
= Fi(za,y|a)il, +[ Fi Croy d EF; xry) FG yi. 
利用 式 (2.4.1) 可 得 F; (x; yE || z, -z l<r, | y- y | < 内 具有 一 致 有 界 的 道 算 子 . 
因此 ,存在 常数 M, 0,8848 || iz; x | <=, || yy | «o BR 
dU FG. 2) I M; | 
FEH EX, lr l <r 时 ,有 
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| (zi) fx) 1 T [F (z, ,f(z,))] EF e Fr) EG a) M 
= | [E Gea FG" lb | FG f Gef Ge 7 f(z;,))+ F; Cez, flea 7 x MI 
SM; d F (z;,f(z,))(f(z,)— fit F (z;,f(z,))(z 7x2 d, 
由 于 
Fixi, fixi) - F(x, f(x;)) -0, 
5k EB SAEC RR fFGa 7 FG + | z(- xs | 的 高 阶 无 穷 小 量 , 利 用 式 (2.4.4) 可 
得 
IF Ken 2M IEC, y * [zí z, | S2MM, || z, — z; |. 


ERES EX. 
FREE 


于 是 前 述 不 等 式 最 右 端 是 | zx, — z> | 的 高 阶 无 穷 小 量 , 故 f(r) z, 处 下 -可 微 , 且 
了 【za) 一 全 [F(x Gl Fie fir), I rT | < r. 

证 些 . 

2.4.2 BREE 


在 由 函数 定理 中 ,如果 我 们 取 Z= Y, Flr, y) = F(x) 一 y, 则 得 下 面 的 反 函 数 定理 

定理 2.4,3 W zoEDDCX. 若 算 子 f:D>Y 是 连续 F 一 可 微 的 , f(x0)= yo B. £ (x) 
48 43 EXE z, 的 邻 域 V 5 y, 的 邻 域 W ,使 得 映射 flv: VW 是 微分 同 胚 ( 即 存在 连 
续 下 一 可 微 的 逆 算 子 (fiy) 1 :W-— V), E. 

YD aod l "(其 中 了 表示 了 |y). 

证 明 dd F(r.y)—f(i)-y.WHÉT f:D->Y 是 连续 F- 可 微 的 , 故 由 推论 2.3.3 知 
F:D>Y 连 续 .从 而 F(z,y): Dx Y— Y 连续 , 且 F(x,y)= 了 (xz) 在 点 (zxo, yo) 处 连续 ,并 
H Fly) — f Gro VEU FG kk 6E 38 2.4.1 MFE r, S> E l y y | <> 时 , 方 
#E#F(z,y)=0#E|] r- x | «8 内 存在 唯一 解 z= 了 f(y), 且 z= f(y) 在 上 y- y l <r X 
续 . 

4 W-B(yir)HV-f(W).B f: D> Y ES, ik f (W): D 中 的 开 集 ,从 而 
Biro DNS W) = VEX 中 的 开 集 , 即 V Ær 的 一 个 邻 域 .由 于 fly: VW 是 一 一 对 
应 , 据 定理 2.4.2 又 知 了 = (F| ,) XE WW 上 连续 下 一 可 微 , 所 以 F| v: V— W 是 微分 司 胚 .再 由 
定理 2.4.2 的 证 明和 定理 2,4.1 Ml 

UY 2 f (yo) 
= [FG] F(xo, y) 
= [f (ro)] !(— L.) 
=[F (zo)] '. 
证 毕 . 
2.4.3 牛顿 迭代 法 


现在 我 们 泗 从 计算 方法 的 角度 考虑 方程 FC, y) =0 的 近似 解 y= fx). 
根据 隐 函 数 定理 的 证 明 可知 Y || æ- aro l| <r,T(z,y)=y- [F lrg y) Flr, y% 
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于 yy 在 B(y,;8) 上 是 压缩 映射 ,又 据 Banach 压缩 映射 原理 , T(x, ) 在 (yo16) 内 有 唯一 的 
TS yix, MAR y(t) 满足 F(z,y(z))=0,V II =— x || €r. 


AR BGA TUE PU 
Yn+i = Tiz,y,)7 y, mu [F Croy] Elz, ya) n =0,1,2,", 


则 
lo. 7 5G ES E Hx 
其 中 a 是 映射 天 (zz，) 的 压缩 率 ， 
车 将 上 述 选 代 序列 修改 为 
y =I [Fi Cx, ya)) FCE Y) n-0,12.-, (2.4.5) 


则 得 到 Newton 迁 代 序列 .这 是 数学 分 析 中 Newton 切线 法 在 算 子 方程 圭 的 推广 , 它 的 最 天 优 
点 基 收 第 速度 快 ,而 缺点 是 需要 增加 下 的 光 请 性 ,并 且 对 初始 值 的 选取 也 有 较 高 的 要 求 . 
定理 2.4.4. HBn -iy€Y:lly- y | <8l,B(za ir)= z€ XE x - z | rl 
X& FBlar) X Boss) Z BS BW HE M2 J 2. ,使 得 
Q4 € BG r).,y€ BG DB F y) Y9Z 有 有 界 道 ,并 且 
ICF (z,y)] TEM; 
Q)U z€ BG ;r), y € BCG99,8),i 51,2 Bf, 
| Fisi) FE ry) | <MI Cy |; 
(3) [F(z,x) |<. 
则 存在 y(z)€ Bly AMER F(z,y(z))=0,z€ BGry ir), 并 且 Newton 选 代 序列 (2.4.5) 
HAA y(z) ,其 收 就 速度 为 


4 (1 7 
FEEOIES C 
证 明 以 FL Gru y ) 作 用 于 式 (2.4.5) 的 两 端 , 得 


F(z,y,) TF CE, ya) Yni — y.) = 0. (2.4.6) 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 :y C Bly) FE 
| Ja+1 Ya | <l) ñ I (2.4.7) 


根据 假设 , 式 (2.4.7) 对 n= 显然 成 立 .假设 式 (2.4.7) 对 Ost X k ERR RETO n 
=k BARRE. HO. DA 0sin < k SER. VR 


- vVizí1Y.-2 
I» -» «X lxa-x SE xu) sue. 


因此 »% E Btyo,8). 根 据 式 (2.4.6) ,微分 中 值 公式 和 假设 条 件 (2), 有 
I F(z,y) l = Fy) Fry F (z,y n7» 48 


1 1 
一 MAE + t{ yy EM T Cs — yy -1)dt -| EG Ma) C Jei Jdz 
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1 
<j LF Cy tt ya Fry) | ys yei || d: 


«3M lE» xl, (2.4.8) 
从 而 由 式 (2.4.5) .假设 条 件 (1) 和 归纳 假设 可 得 
[xa EF (rn) FO) 


2 
«M uud 


因此 式 (2.4.7) 对 n = 有 也 成 立 . 归 纳 法 证 明 结束 . 
由 式 (2.4.7) 可 得 


m = 1 
l pp Wn || =< ! Mtrl >D I 


EFi y, | 是 Cauchy 序列 , 故 在 Bini: D 88 y(x2. 4 pofi 
p 
|| y(z) — y, | i) ， 


利用 式 (2.4.8) 可 得 F(z,yw ) 一 0, 再 根据 下 BUXESETERI F( x, v(x)) 20. EË. 


2.5 Banach 空间 中 常 微分 方程 初 值 问题 


本 节 介 绍 Banach 空间 中 常 微分 方程 初 值 问题 解 的 存在 性 ,唯一 性 以 及 解 的 存在 区 间 等 基 
本 内 容 ,这 些 内 容 是 变 分 原理 、 动 力 系统 等 理论 的 基础 ， 


2.5.1 存在 唯一 性 


WX E Banach 空间 , 产 [0,ce)xX-X 连续 ,对 固定 的 1:E[0,%), f(t,x) 关 于 之 是 局 
部 Lipschitz 连续 的 ,并 且 Lipschitz 常数 对 + 在任 一 有 界 区 间 [0,a] 上 一 致 有 界 , 即 对 任意 z, 
€ X Raro, FE ->0 E K-K(xs;,2,r)20 使 得 当 xr.y€ BGgir),£€ [0,a 1H] 
E fG.x) 7 fO <Klxr-yl. (2.5.1) 
25 VERE cor Jy EE EIL RR 
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dr | 
E fitz), (2.5.2) 
r(0)—r,C€X. 


定理 2.5.1 设 产 zz) 满足 上 述 假 设 , 则 存在 8>0, 使 得 初 值 问 题 (2.5.2) 在 区 间 [0,8] 
上 有 唯一 的 解 xD. JE BE z(7z) 连 续 地 依 束 于 初始 值 za, BE zt 各 yt 分 别 是 (2.5.2) 
对 应 于 初 什 x. 与 yo 的 解 , 旭 


| xG)-7 y(t) ls | xo -yo He. (2.5.3) 
证 明 显然 (2.5.2) 等 价 于 积分 方程 
z()m xs +] f(G,z(s))ds. (2.5.4) 


利用 关于 f Rut XH SED z € X HUR, FE r >0,K= KG a,r) >20, 24 
zy€ Bur), t € [0,0 A 

| fü .z)-f(t,y) SK yh, 
W £dE(0.a]1X Biror) E—SCÉ R i 

M= sup |f.) 


ee f .2] 
lI X^ xp der 


取 8>0, 使 得 Bx:a, BK 1,3. H. BM 所 7 ,下 面 证 明 积 分 方程 (2.5.4) 在 € [0, 8] EA 
s. 
现 以 记号 CC ,五 ) 表 示 从 区 间 r SISSE 的 连续 映射 的 集 . 记 D— C(£0, 8]. (BG i 7)), 
W D Jë Banach ZA C([0, 8], X) P 1 W E BR SS. z, 为 中 心 以 r 为 半径 的 闭 球 ,其 中 x € 
CCo, 8]. OBEREA || |l = max l xCGO l. FS T:C([0,8],X)-=C([0,8], XO E XE 
为 | | 
CT) m a + | fG rn G))ds, 


则 积分 方程 (2.5.4) 的 解 等 价 于 映射 了 的 不 动 点 ,为 证 有 唯一 不 动 点 ,利用 Banach 压缩 映 
射 原理 ,只 需要 证 明 T 映射 DD SUD 中 , 且 了 是 压缩 的 . 
FE z,y€ D MA 


CTED = 0 1 frenis fio asa, 
以 及 
| Tz ~ Ty || = max | rex F, as] 


Seres 


< max ， jl f(s,z=(s))— f(s,y(s)) ll ds 


«KBir-»vyl. 
ik T B3FD EID 中 且 是 压缩 的 . 
解 的 唯一 性 以 及 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 都 可 以 从 不 等 式 (2.5.3) 容 易 得 出 ,因此 下 面 只 证 
(2.5.3). 
我 们 有 
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hze- »CGO ls Hans yo l f B fGssxG2) 7 f(s,y(s)) I ds 


< | zg- yo l + K f | xs) — y(s) lE ds. 

4 w(t)- | z()0 G1, omg 

eU) xo 一 yo 上 十 长 F ols)ds, 
SERE BEI Gronwali 引 理 立即 得 出 

Feet) ~ yt) xo yo Be, 
证 毕 ， 

引 理 2.5.1(Gronwall 引 理 ) 设 ult) ott) ,w(t) 是 定义 在 [a,5] 上 的 三 个 实 销 数 ,其 中 

u 非 负 且 在 [a ,5] 上 工 一 可 积 ,w 在 [a,b] 上 连续 ,而 v Ela, b] LEER O PEIE 


ay) ['uG)eGds a SC, (2.5.5) 
则 当 Ela, blt, 
ol Kula) +f ertoe Sta, (2.5.6) 


证 明 HG) m (uo G)ds MIS. 5. 5) 9 

o (rs Hir) olt), Elab], | (2.5.7) 
以 uCr)-e OR EUER PEREL ,6] 上 几乎 处 处 有 

Es ulale), 
于 是 知 在 [a,5] 上 几乎 处 处 有 

A [e ee. HC) Ju G)e lm w(t). 
H H(a) - 0,8 a 到 : 积分 可 得 

e fH )< uls) eb. vs)ds, 

sre bem ) + va) + | e I Sas, 

因此 

HG) t oi)Sv(a)e + f fords, rELa,d]. 


结合 (2.5.7) 可 推 得 (2.5.6) 成 立 .证 毕 . 
(* HE SE v(i) 在 [a ,51 上 绝对 连续 ,是 指 o 是 [a,5] 上 的 有 限 实 值 函 数 并 满足 Ye 


70,3270, [a ,5] 中 任意 有 限 个 互 不 相交 的 开 区 间 (a; 0) ,= 1,2, n. M Y (b, ~ 
ap Zë 时 ,有 ` 


> lyth )—- ulap € «e. 
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根据 实 变 函 数理 论 ( 见 [53]) ,这 时 w{z) 必 然 在 [a,p1 上 一 致 连续 ,并 在 [a,5] 上 几乎 处 处 存在 
有 限 导数 , 且 守 在 [a,5] 上 一 可 积 . 引 理 中 关于 v 的 假设 可 改 为 在 [4,5] 上 Lipschitz i 
续 , 这 是 因为 容易 证 明 [a ,5] 上 的 Lipschitz 连续 函数 是 绝对 连续 的 . 

2.5.2. 解 的 极 大 存在 区 间 


车 抽象 函数 e CE) E EISE] 1 EXE CERE (2.5.2) , ER z (223€ (2.5.2) 889 — 
解 ,区 间 工 称 为 这 个 解 的 存在 区 间 .把 初 值 向 题 (42.5.2) 的 一 切 解 的 存在 区 间 的 并 集 称 为 初 值 
问题 (2.5.2) 的 解 的 极 大 存在 区 间 ,不 难 证 明 , 它 是 一 个 右 开 的 区 间 . 

注 为 了 在 下 一 章 讨 论 最 速 下 降 法 ,值得 指出 的 是 上 面 的 结果 以 及 下 面 的 定理 都 可 以 推 
广 到 了 是 (- oo, + co) x 到 X 中 的 连续 映射 的 情形 去 ,相应 地 , 式 (2.5.3) 要 适当 修改 妥 初 
值 问 题 (42.5.2) 的 解 的 存在 区 间 和 极 大 存在 区 间 将 分 别 是 某 个 以 0 为 中 心 的 小 区 间 [ — 8.8] 
WE( — oo, + oo) (3 ,[23 38 443 页). 

定理 2,5.2 设 fF: [0,99) x X— X 满足 本 节 一 开始 的 假定 , 若 存 在 a b 0, £818 

| fix Mb Ematblxli.VG.x)€[0,9)xX, (2.5.8) 
则 初 值 问题 (2. 5.2) 的 解 的 极 大 存在 区 闻 为 [0, + 00). 

证 明 由 定理 2.5.1 可 得 , 初 值 问题 (2.5.2) 在 [0,8] 上 有 唯一 的 解 (2) , 设 x(:) 的 极 大 

存在 区 间 为 [0, T) ,我 们 来 证 明 T = + %, 若 设 T< oo , 则 由 


x) av t [ f(,z(s))as, 
以 及 (2.5.8) 可 得 ¥Y 了 E (0, T) A 
| zG) E Bae +tartol | 2s) lds, vceto, T), 


应 用 Gronwall 引 理 ( 引 理 2.5.1) ,注意 到 T € 40,T) 的 任意 性 , 即 得 
]xG d SCIE xo ll +aTye 7, VeC[0, T), 
这 表明 rE X PT IC 0, T) —SU8 R.B 2b HERI t,e € [0, T) E 


lzG 2G = [f£ rings] 


f REGIE 


Sla thM- 5l, . 
其 中 M= ( l| zoll +aT)e” .因此 , lim (FE, RA z, BRAES 2.5.1, 便 得 初 值 问题 
T 


Au 
r(Tj-zr, 
对 某 个 8S>0 在 1[ 工 -3, 了 +8B] 上 有 了 唯一 解 zf(z). 将 zfti) 延 拓 到 [0, 工 +3] 上 ,使 它 在 
[T,T*8] ESEF y (22, 则 = 人 (成 为 初 值 问题 (2.5.2) 在 [0, 工 +31 上 的 解 ,这 与 [0, 工 ) 是 
zt 的 极 大 存在 区 间 矛 盾 , 故 工 = +co. 证 毕 . 

定理 2.5.2 可 以 推广 为 下 面 更 一 般 的 形式 . 


Kalt- itè 
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定理 2.5.3 设 了 [0,+o0)xX=>Y 满足 本 节 一 开始 的 假设 ,并 日 当 (r,t)E[0,+%) 
x X Hj 
IED sACOGO t ACl xl. 
HP AGO A ORELO, + oo) ERIRE, Hh GO E: 


| IRG $07 
则 初 什 问题 (2,5.2) 的 解 移 极 大 存在 区 间 是 [0, + oo). 
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35 ” 变 分 法 


科学 上 的 一 个 基本 原理 是 ;许多 现象 的 平衡 状态 常 表现 为 "能生" 在 一 定 条 件 下 的 极 值 特 
性 ,描述 这 一 原理 的 数学 工具 就 是 变 分 法 . 
物理 学 中 的 变 分 法 ,萌芽 于 17 世纪 ,到 19 世纪 中 拉 已 具有 相当 完善 的 数学 表达 , 近 二 三 
十 年 来 又 有 重 太 发 展 .现代 的 变 分 理论 ,不 仪 在 物理 .化学 .生物 及 工程 技术 等 领域 有 广泛 应 
JH, 而 且 与 经 济 管理 和 优 屁 与 控制 等 学 科 有 关 , 因 为 这 些 领 域 或 学 科 中 的 许多 问题 可 归结 为 
求 目标 银 数 在 一 定 条 件 下 的 极 值 问题 .现代 变 分 法 的 一 个 基本 思想 是 :把 求 非 线性 算 子 方程 的 
解 转 化 为 求 某 个 证 函 的 临界 点 (特别 是 极 值 点 )， 
下 面 先 介绍 一 个 把 篇 微分 方程 边 值 问题 转化 为 泛 函 极 值 问题 的 例子 , 然后 再 讨论 泛 函 极 
值 的 存在 叭 一 性 向 题 和 具体 求 极 值 的 最 速 王 降 法 等 ， | 
例 3.0.1 +R —EHBSR r 34 (B B] EN ; 
Ou £9 *-9.(,)€a, 
Ər Oy (3.0.1) 
EXER 
其 中 只 是 zxOy 平面 上 由 光滑 曲线 六 所 围 成 的 有 界 区 域 , m eo PA 383 RINER, a 和 ww 都 - 
dé C ALBAS, H o >0, 与 之 相应 的 变 分 间 题 如 下 : 
在 玉 = 忆 (人) 中 求 一 函数 卉 ,使 滩 函 


2 
0073] LE) * (5) Jano + [6o pujas 
达到 极 小 值 , MR a € E , E | 
J(š)=minJ(u). (3.0.2) 
事实 上 不 难 证 曲 : 在 总 上 二 阶 连 续 可 微 的 函数 立 = üa (z,y EAEE (3.0. D BRE, 24 
且 促 当 它 是 变 分 问题 (3.0.2) 的 解 ， 


3.1 RRES IEF 


3.1.1 极 值 理论 


变 分 理论 中 最 基本 的 问题 是 极 值 问题 ,本 节 将 建立 有 关 滩 函 极 值 的 几 个 基本 定理 . 
定义 3.1.1 BE E EX Banach F, NACE EFE, f AREN LKAB. MRE 
Q 的 每 一 点 x 处 ,f 了 都 具有 有 界线 性 的 Gateaux Wai F(z)= Df( x2, V x € Q, WEE ECT 
F:OSE* AZA 让 的 梯度 , 记 为 F(z)=grad f(z), 或 下 =grad f(x) ,此 时 又 称 泛 函 THE 
T FREA. FE ERT FE 
F(r)h=im 8 th) A) weg 
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例 3.1.1 考 虚 实 Hilbert 空间 H EZA) = W x || GR grad f(x). 
& Em 


1 z 
FG) fole lah Lo d eo n TA I, 
南 此 可 得 
lim GET ha “= (n Er). V rv, 


故 有 
grad || x |l TyiT Y rx0,r€H. 
3E 3.1.2 iE E EF Banach ZR], x,€ DCE,f/:D—RJé D E&8g— 1-15. 


(1) V Ez, ICD, x, — r A 
f(x, ) f(x), 
” 则 称 /在 zo 处 弱 连 续 ; 


(2) 如 果 Y Ix, ICD, x, — x, AE 
FS mf), (3.1.1) 
则 称 了 在 :xo 处 弱 下 半 连 续 ; 


(3) 如 果 Y |=, ICD, x, 一 “xzo, 昔 含 | 
flx) 2: lim f(Gz,) , (3.1.2) 
则 称 了 在 .zo 处 弱 上 半 连 续 ; 
(DE f f£ D 的 每 一 点 都 弱 连 续 { 红 下 半 连 续 、 弱 上 半 有 连续 ), 则 称 FYED ESSYESRE(SS F 
半 连 续 、 弱 上 半 连 续 ). 
显然 ,f 在 zo ARER, SHR Er 处 既 弱 下 半 连 续 又 弱 上 半 连 续 . 
定理 3.1.1 iX D ÆR Banach FA) E 中 的 出 集 , 汉 印 :DR 在 D 上 具有 有 界线 性 的 
G- 微 分 , 且 grad f(x)=F(z),YxED. 如 果 下 :DE' ERRAT, M f VED LERES 
WEB) Æ fr ED ARER ERA BIEETE I z lC D e 0,818 x, 一 >zo, 但 有 
f(x, ) — fro] 六 go， 
据 中 值 公式 ,有 1r.1C(0,1) ,使 得 
e X | f(x) flra) l = | FGro + zr (x, 7 za ))(z, — zo). 
Hir 1 有 和 界 及 下 的 紧 性 ,不 妨 设 Flet c (x, — z. ))[ =e € E ` ,于 是 有 
Eo lF ro H rt, (x — za ))(z, za) 
S || F(za t t, Can —zo))—- @ | * | z, xo ll +e (z, 7 x921—70, 
此 矛盾 完成 了 定理 的 证 明 . 证 毕 . 


4EX 3.1.3. (IDEE DCE HOR, ZA f: D—-R 称 为 在 D LÆRK, EY, yED, 
£C [0,1], 8 


fGxctü0-)ywif(x)t(0-:)f(», (3.1.3) 
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BRE r=. 时 到 等 导 , 则 称 了 是 严格 凸 的 . 
(2) 称 算 子 F:D—E' 是 单调 的 ,是 指 Yz,yEDD, 伍 有 
(Fir) F(y),x — y)220, | (3.1.4) 
此 处 对 r' EE’ .(z" ,z)==x ° (x). 
定理 3.1,2 设 了 上 是 实 Banach 空间 玉 上 的 汉 函 ,在 下 上 具有 有 界线 性 的 G — (t4 B. 
grad f(r)- F(r), V +€ E, W 
《1 :三 一下 "是 单调 算 子 的 充分 必要 条 件 是 Foi: 
QE F E+E 是 单调 算 子 , 则 了 在 E 上 必 是 弱 下 半 连 续 的 . 
证 明 (DOBEH: V r, y € E,0S e ET 
tfc) FY) - fx t (12)y) 
--iHfGtü-0(y-x)D-fG-QG-0lf(ytt(z-yD0-f, (G.1.5 
利用 中 值 会 式 知 | 
fixt- tly- r) fíx)- (17 £)(F(r* e(1—22(y x), y- x), (3.1.6) 
f(y t t(iz-y)D- fiy) o t(F(ytot(x -)),x- y), (3.1.7) 
其 中 0<r<1,0<o<1. 记 
z6=#z+r(1—z)(y-zxz), y=y+ot(r—y), (3.1.8) 
则 
yi 2 tly- ar), AF l-a- r(1-t)>0. 
将 式 (3.1.6) 一 (3.1.8) 代 入 式 (3,1.5), 且 利用 下 的 单调 性 得 
#f(z)+(1-+)f(y)—- f(zr tT (1— t)y) 
=t#(1-—2#)XF(xi)- F(z,),y— x) 


-Hl- EO DEG) - Fixi) yi x) 


0, 
A 了 是 凸 活 画 . 
充分 性 : 设 EDZA. TE 
TUGo (o3) - Fo EF) FG), 0€ ext. 
4 r-—0' FUR IB IS 
(F(y),=—y)< f(z)—- fly), f (3.1.9) 
(F(z),y-z)Sçf(y)- f(x), | (3.1.10) 
X(3.1.9) 535 (3.1.10) 48m BE 48 
(F(y) - F(x),y- x)20, 
hk F E F 上 的 单调 算 子 ， 
(2) 设 z, — x, IRE F 的 单调 性 及 中 值 公式 知 , 存 在 0<r <1(n =1.2.…) ,使 得 
f(z,)= f(x.) flra) * f(x) 


=(F(z + r (x, Eol} x, 7 xo} + f (xq) 
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= LG, + z, (z, —xy)) Fio) t Gn, = ra )) + (F(zə),z, 7 x9) t f( za) 


LEF ro) >, — xe) + f(zro), 
两 边 取 下 极限 得 
lim f(z,)2 f(z), 
故 了 的 弱 下 半 连 续 人 性 得 证 .证 毕 . 
定 又 3.1.4 Vt DC E 是 一 开 集 ,M EE HRA, ZA FEDR x € D[ z, € DM], 
若 存 在 x. 的 邻 域 Uo.) ixl || m z l| X91, z€ U(z 8) [zo € UCr9,9)01 M] 
BT TUA | 
FEF r) (或 fx jf), E (3.1.11) 
则 称 泛 函 了 在 zx。 处 取 到 极 小 值 (或 极 大 值 )[ 2E HS fE z 处 取 到 (关于 条 件 rE M 的 ) 条 
忻 极 小 值 (或 条 件 极 大 秆 }], 极 小 值 和 极 大 值 统称 为 极 值 . 
在 条 人 忻 极 值 间 题 中 ,如 果 集 合 M HM {xzEE:g(z)=0| 给 出 ,其 中 gg 是 从 EE 到 一 实 线 
性 峰 范 空间 的 算 子 , 则 称 其 为 带 等 号 约束 的 条 件 极 值 问题 ;如 果 和 集合 M 由 MM= 1rEE:g{z) 
Solah, HP g EAE 到 一 有 序 Banach 空间 (例如 R} 的 算 子 , 则 称 其 为 带 不 等 号 约束 的 条 
件 极 值 问 题 , 为 简单 计 , 下 面 只 讨论 无 条 件 的 极 值 问题 ， 
定义 3.1.5 设 DCE E- FE, ZE f:D-=R 在 上 具有 有 界线 性 的 GG 微分 . 若 x 
ED, 使 得 
grad flr) = 8, (3.1.12) 
则 称 z, ABA 了 的 一 个 临界 点 或 驻 点 ,c = 大 xz) 称 为 f S — TR AER 
定理 3.1.3 Ut DCE -HE,HA DORE r€ D ARIRE, E f£ TE, 处 
有 具有 有 界线 性 的 GG 一 微分 , 则 必 有 
Df(x$)- 8. (3.1.13) 
证 明  VACE, SIEHE pg(1) 志 f(zxo + th), HERH plt) 在 1=0 处 取得 极 值 .又 


p (0) = lim Ier 2 Hr) Lp gy, 


由 p (0)-018 Df(x,)—0,H E h C E 的 任意 性 即 知 式 (3.1.13) 成 立 .证 毕 . 
定理 3.1.4 D EX Banach 空间 E (P — 352) RUDE, 8 DREF 
(上 ) 半 连续 的 , 则 了 f 在 DD 上 必 有 下 (上 ) 界 , 且 存 在 x €D, i 
fixo) = inf f(z)( f(zo) = sup f(z)). (3.1.14) 
证 明 公证 让 是 弱 下 半 连 续 的 情形 . 令 c= inf fA(z)(c 之 -0), 于 是 存在 |x,1CD, 使 得 


fiz, ) >c. A DRIE, RE Hx, IFR |en ha, > ro € E. H D SSH 3Iz C D 38 f 
的 弱 下 半 连 续 性 得 | 
cf zo) Sim fG, )=c, 
由 此 可 知 c 是 有 限 数 ,是 f(x) c. US. 
定理 3.1.5 Wb E REEL Banach 空间 ,证 函 f: D—R 是 弱 下 (上 ) 半 连续 的 ,并 日 满足 


Bm. f(z)= + lim Jfez)= -09), — (3.1.15) 
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则 必 存 在 xo 气 五, 使 得 


Flza) = inf f(x) fira) = sup f(x) (3.1.16) 
TAE 了 还 具有 有 界线 性 的 G — 982r , WL DL AS 
grad f(x) - Df(z,)7 8. (3.1.17) 


WEBS 仅 证 了 是 弱 下 半 连 续 的 情形 .由 条 件 (3.1.15) 知 ,存在 >>0, 使 当 | > || >r at, tE 
4 fG)»f(0. H E RAR, MAER B(0:r) - ix € E: | x || <r1E382] 8538, H = 
38 3.1.4 A1, {EE x, € B(0; r) 1848 
f(x)7 dnf | f(a) (9), 
TEXAS 
fCxo) = inf f(x). 
WEE. 
EX 3.1.6 Ú E EX Banach 空间 , IZ 88 f: DCE—R EARE D 上 称 为 强制 的 ,是 指 
FERK c: [0, + 0o) R, e(t) + eo(r + co) , 845. 
f(z)>c( | xi), v z€ D. | (3.1.18) 
注 PA ante NN (3.1.15 PRS. 


3.1.2 极 小 化 序列 


恋 分 学 和 最 优化 的 中 心间 题 是 求 定 义 在 Banach 空间 某 一 子 集 马上 的 泛 函 的 最 小 什 点 . 
下 面 讨 论 最 小 值 点 的 各 近 一 一 极 小 化 序列 ， 

定 尽 3.1.7 WEE JEE Banach FH, DCE, f REED LÝRA. EHE r CD, 
使 得 


Frad inf f(x), (3.1.19) 
NIFE x, ABS 了 的 极 小 化 序列 . . 
命题 3.1.1 EE DCE 是 一 凸 集 ,f:D->R 是 严格 凸 诈 画 , 则 至 多 存在 一 点 QC D , (Ë 
FG) = inf f(x). 
证 明 ir D 中 存在 wx 天 w ,使 得 
fCu) 7 f(v) = inf f(x), 
JS v c (0,15, 
f(tu t (17 2)v) € tf(u) * (1- t)f Co) = inf f(x), 
此 与 x,% 是 最 小 值 点 矛盾 .证 上 毕 . 
定理 3.1.6 Ut E ERAR Banach 空间 , KA 广 忆 ->R 是 G- 可 微 . 强 制 和 严格 凸 的 ， 
则 地 的 任 一 极 小 化 序列 弱 收 敛 于 的 唯一 最 小 值 点 ,此 时 最 小 值 点 当然 也 是 临界 点 . 
证 明 首先 由 很 设 知 ,了 在 整个 空间 巨 中 有 唯一 的 最 小 值 点 z* , 且 为 上 的 临界 点 ， 
再 证 每 一 个 极 小 化 序列 |z,| 都 是 有 界 的 : ERR, e 无界 ,于 是 存在 子 列 | x, | 
[x i >A S RBE, FE r> f(x )= inf f(x) R &* € N BUSH E B BEBO 
Fan) 2 r BEA 
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inf f(z)= lim fle, 222 inf. f(z), 
此 矛盾 证 明了 jz,; 的 有 界 性 . 
HUS Bri, AR AA E 自 反 知 ,存在 sS CE 及 |z,,| ,使 得 x 一 zo. 再 考虑 到 "是 


了 的 最 小 情 点 及 了 的 弱 下 半 连 续 性 得 
fG )2 f" ) 7 inf f(x, Jf x), 


所 以 Fra) = fir“). E PEE RRELA FPE z, = xz" ,于 是 


w * 
Ey 7X (boo). 


最 后 证 z, — z" . 著 不然, 不 妨 设 有 子 列 En tux" (joo), MA 
f( o )=slim f(x, )= lim f(z=,)= f(x"), 
此 与 z" E f B9BE- EJ 8 Sa 2 8. 证 毕 . 
3.1.3 Ekeland 变 分 原理 
前 面 我 们 曾 在 对 泛 画 添加 强制 性 、 弱 下 半 连 续 或 下 半 连 续 的 条 件 下 得 到 极 小 值 的 存在 性 ， 
其 实质 是 保证 极 小 化 序列 含 在 一 紧 { 或 弱 暴 ) 集 内 .下 面 要 介绍 的 Ekeland 变 分 原理 则 在 没有 
假定 紧 性 条 件 的 情形 下 来 讨论 近似 极 小 值 点 的 问题 . 


定理 3.1.7(Ekeland 定理 ) 设 (X,p) 是 一 个 完备 的 度量 空间 ，f:X 一 RU | + co|, 且 
FZ oo, X. f 是 下 方 有 界 的 .下 半 连 续 函 数 ,又 设 有 e>0 以 及 z, € X i 


f(z,)< inf f(x)+e, 

则 存在 点 y, € X, 
Jy oss fz), (3.1.20) 
oly, ,xe El, (3.1.21) 
f(x)2>2>f(y )— so(y z), V x. (3.1.22) 


证 明 ”逐次 定义 u(n—0,1,2,7-)38 P :uo = z, A u, 已 知 , 刚 或 者 
(Fo 7 f(up) 7 epu, 0), Vo X - lu, i, 
如 此 则 取 2... = u, ;或 者 
(2) JwEX- ful, 使 flw)E fF) ^ ep(u, sw), 
如 此 则 令 
S, —-ie€ X:f(o)sf(u,) -eo(u,,o), 
取 uu € 5, ftiit 


fs) 7 ipf fU) Uus) inf f]. (3.1.23) 


REHE, | 4 1 是 一 个 Cauchy 列 . 
事实 上 ,车 情况 (1) 一 直 发 生 , 那 么 点 列 iu, | 显然 是 Cauchy 的 ,所 以 不 妨 设 (1) 不 发 生 , 使 
得 
Epl tins u, )JSSfl(u,)- flnn ,n=1,2,.…, (3.1.24) 
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从 而 
Ep u, u, Efun) flu, ), V n&im. (3.1.25) 


又 因为 fCu, SSG EAR fun) inf f Gc) BTR | u, 125 Cauchy 列 ， 
设 u >u" Hi FE FRETE, SS 
fGC slim fiu). 
现在 来 证 :可 以 取 y, —u'. 事实 上 , 式 (3.1.,20) 是 显然 的 ， 
fu 0s fu) 7 f(x, ). 
至 于 式 (3.1.21), 是 由 于 
ego(z, =E lim pn uu) 
S limCf(z,) 7 f(u.)) 
Sf Gr) inf f(x) 


se. 
最 后 证 明 式 (3.1.22). 用 反 证 法 . 悄 若 不 对 , ooh, ,使 得 
fé) Sf y) — eply o), (3.1.26) 


在 式 (3.1.25) 中 令 m + oo , EA 
Epl y, uw, YR f hu) 7 fy), 
从 而 
Flafi ur) 7 epÜy, 0) 7 Ep, Yes u.) 
Sf(u)-ts(w.u,). (3.1.27) 


这 表明 o € 1S, ,但 由 式 (3,1,23) 有 
2f(u,,,) — f(u, )& inf. f(x) f (o), 
4 n—=co ,得 
fO slim fu )& fCo). 
这 与 式 (3.1.26) 了 矛盾 .证 毕 . 
容易 得 出 : | 
推论 3.1.1 设 (X,p) 是 完备 度量 空间 . F: X—RU i+ | ,下 半 连 续 , 有 下 界 ,并 且 (z) 
354 oM ve0,dx c X ÑE 
fez.)< inf f(z) t e, 
fxgEEf(x)-so(z.x),V z€ X. | | 
Zi X Jy Banach 空间 ,并 且 JEC(X,R) 时 ,下 面 的 紧 性 条 件 对 于 f 取 极 小 值 起 着 极为 重 
要 的 作用 . 
定义 3. 1. 8 设 fEC(X,R), WAV iz, CX, fr ERA (m, 990 HEEL n 
ATI, MERE f WEE Palais-Smale 条 件 , 简 称 P. S. 条件. 
作为 定理 3.1.7. 的 推论 我 们 还 有 如 下 推论 . 
推论 3,1.2 UL X J& Banach 空间 ,FE COX,R) 满 足 P.S. 条 件 ,并 且 是 下 方 有 界 的 , 则 f 
JKSM (B.B arz C X#E 
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fr) — inf fix). 
证 明 ” 据 推 论 3.1.1, 存 在 1z, | LX Lf 
fGr,)7* int fr) f Gr, ) inf f) 4 T. 
并 且 
KSN) Ll z,-zlVz€x. 
EEAPR z = x, e.t 20000), v€ X 为 任 一 固定 的 非 零 元 ,可 得 
fG, tt) - fim ols GG, 6) fD Mv | 2), 
从 而 


fuste) fol os>0 CEIR AL qu <o, 


于 是 令 r0 可 得 
f'G yz -l E (f Gs, ot lvl», 
从 而 
A 1 
| z (=,) Il E 
这 表明 
f[)—8. 
故 由 P.S. 条 件 , 存在 x, 的 于 列 x, —z € X, 骨 由 了 的 连续 性 可 得 
f(x) ~ inf f(x). 
WES. 
BEACH z R C GEB f EX ERMER, WA f 02)-90,BI z 3 f£ Enn e. 
3.1.4 应 用 举例 


下 面 的 例子 表现 了 变 分 法 在 偏 微分 方程 理论 中 的 重要 应 用 . 
| 13.1.2 考虑 非 上 自治 Hamilton 方程 
£-VUG,0) | | (3.1.28) 
的 其 中 r: RR, Ulz, t) z, H C RAAR, HA T ARW, V = 


[过 :过 -) 我 们 有 下 述 定理 


dz. 
定理 3.1.8 WF U(Cr, t)i z sub], BEES z— ool] or AA Ux ,t)— + oo, 那么 
式 (3.1.28) 有 T FIBRE CEZA 


f(z)-| [222 + U(x,t) at . (3.1.29) 


在 所 有 的 工 周期 C' 类 n 维 向 景 值 函 数 z( 纪 的 集 上 的 极 小 值 点 . 
证 明 用 W. 记 所 有 绝对 连续 且 在 [0,T] 填 使 (1)€12[0, 个 ] 的 周期 维 向 量 函 数 
(7) 组 成 的 空间 ,那么 W. 是 以 
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(xy) =f [zy + £(r)p(0)1dz, Yr, yE W. (3.1.30) 
为 内 积 的 Hilbert 空间 . 
若 证 得 f fE z (+) € W, 达到 极 小 值 , 则 可 知 (2) 是 式 (3.1.28) 的 古典 解 (利用 正则 
性 理论 ,参见 [4]) .而 利用 定理 3.1.5 可 知 ,问题 归结 为 验证 fxz) 的 弱 下 半 连 续 性 和 强制 性 . 
BARERA MRAN O Ze W, 中 弱 收 敏 于 z, 则 fzo Laufe L0, T] EOM dci 


x (WH Sobolev RA 7238 , 8 L[4]) TEUER. fi (x) zi U(r,t)dt 是 弱 连 续 的 .另外 , 凸 二 


KZ Ræ dt RSS TERK. EKE ME Iz | 在 W, PRRAA > , 38 
么 由 
fiG 9) - (= f GU z, fi GPs 
CE AC [G9 - 2 fi) 7 fk(z)as, 
其 中 x 二 sz 人 ?+ (1 一 s)x, 据 f, 的 凸 性 ,有 端 后 面 一 个 积分 非 负 , 另 一 方面 ,因为 {zn} ,在 
W. 中 验收 伊 到 zx, 第 一 个 积分 趋 于 零 ,于 是 得 出 
lim f, (zU) 22 f.(xz), 
Ki £= f, + 在 W, E SS. 
为 证 了 强制 , 令 
(arx) [ z(a, PG)» | Utz. odi. 
最 然 这 样 定义 的 算 子 L JE AHM Fredholm AF, m= inf (Lz,z)= 0 ,而 且 Ker L Hz: I: 


EZE 


Kin 维 向 量 值 函数 组 成 ,所 以 W, "PIRE e CO REREHRUROR slt) = y0) + <, 其 中 < 
jz(odtER*，y(?) 在 [0,T] 上 的 平均 值 为 0, 从 而 又 有 
ly lw Sl yle XH e-&(T)20. 


HAH roki, UG. 2) — SO T EX, 所 以 Ullr, DELO, TT] 上 有 一 致 的 下 界 ( 例 如 
一 &o)， 于 是 


fix) fle tyi I aș Ili — ka TZ, || y! w k T, 
eh i= BOR | y Il w oot, fr) + oo. 因 而 ,只 需 考虑 这 样 的 可 能 性 , 即 当 | 。 | 一 
oli FSI rO (2) y? C) e; fi | 1L 7? IL, | 一 致 有 界 .为 此 令 
= reto ry? cop» aut]. 


waj, 4 lo Pasi y” Le ccs GERHBMO ,使 得 0, HWE (0) 4C. 1 c, a 的 余 集 


QT BWE CO) Z T - AC c S i 足够 大 ， EaD, WAER 上 
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Iz COL - 19 GO) ILE - 19 CO L2 2. 
BAGUE e FERR oC ,使 得 UG DSC z D EDI rom off Gom o, X 
T 


pi)» | UOP a, od -| + [>- m + 1[151)2. 
(0m 


于 是 当 !c | noci, PC P)» + oo lit fUr TE W, 上 强制 .证 毕 . 


3.2 最 速 下 降 法 


对 于 给 定 的 一 个 下 方 有 界 的 泛 函 Ff: X—R ,我 们 最 关心 的 一 个 问题 就 是 给 出 求 了 的 极 小 
值 的 方法 ， 

最 速 下 降 法 万 是 目前 解 无 条 件 极 值 问题 最 普遍 使 用 的 方法 之 一 ,离散 的 速 降 法 的 要 点 在 
于 构造 这 样 一 种 极 小 化 序列 ,序列 中 从 一 项 到 于 一 项 的 方 出 万 是 给 定 学 画 在 该 项 处 的 最 速 下 
降 方向 即 负 梯度 方向 .而 连续 的 速 降 法 则 应 是 极 小 化 序列 程序 的 连续 化 ,使 点 的 走向 在 每 一 时 
AMA E RHEEDE. F i p 914r XX WP BE. 

BH EX Hilbert Zzf8l, f€ C' ( H,R), Hi Riesz £&TEIS EXER ERE, V y" € S(H,R), dE 
EEH yE 恕 使 1 y* |= HE yl RE y" (2-2 Cy 29, V € H. IG A 8381187368 CH, 
以) 中 的 元 等 同 于 H 中 的 元 ,这 样 YzEe 五, 我 们 可 认为 y (z)€ H. 

Hit x.z€H,lzl| =1,0 5 a 0 754r] 8T A 

f(rtaz)-f(x)"af (x)z=alf (xr), z). (3.2.1) 

3X 3.2.1. X y€H,l yl —1,f& 

f'(ix)y- inf f'(x)z—- Sup ( — f '(z)z)=-— IF a)l, 


tel =1 


则 称 y EIZA f EA >z 处 的 一 一 个 最 速 下 降 方向 . 
很 明显 , 当 了 (zx) 关 9 时 ,y= - f'(z)/ Ü f (z) REER f Tex 处 的 一 个 最 速 下 降 方 
向 .而 且 由 ( 式 3.2.1) 可 知 , 当 a>0 充分 小 时 有 
f(x ay)€ f(x). 
现在 考虑 适 代 序列 ， 
T, = Ep Te, Ynn 700,1,2,77-), (3.2.2) 
其 中 y, 3 f Est z, 处 的 最 速 下 降 方向 ,数值 参数 se.,: 称 为 下 降 值 , 它 通 常 林 以 按 以 下 两 个 
方式 选取 ， 
(1) 如 果 函 数 fn, + ays+1) 关 于 a 在 正 半 轴 上 革 _ 点 达到 极 小 ， 就 选取 这 一 点 为 8,,,， 
Bf, T Ensi yat )= min f(x, + ay.) 
QD) E f'Gu) auum — | f'Gu) | <0, X88838 f(z, + ay,+1) 至 少 关于 a 在 某 区 间 
[0,a;] 中 下 降 , 此 时 就 取 a; A FRE e. 
选 定 了 确定 下 降 值 的 方法 以 后 ,我 们 也 就 相应 地 得 到 了 序列 {x, | ,这 正 是 离散 化 的 最 速 
下 降 法 的 主要 算法 程式 . 
如 果 经 过 有 限 次 选 代 后 ,有 P270 ,我们 就 已 得 到 f£ 的 一 个 临界 点 .一般 地 ,我 们 可 
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得 一 个 无 穷 序 列 | c, | ,在 某 些 情况 下 例如 了 是 凸 的 ) , 它 就 是 一 个 极 小 化 序列 . 

理想 的 最 速 下 降 法 应 该 在 每 一 时 刻 的 变化 方向 均 为 灸 梯度 方向 , 因此 它 正 是 极 小 化 序列 
程序 的 连续 化 . 

I H E: Hilbert ZH], £: H—-R H C IZ BR, F(x) ^ grad f(x), V x 所 归 .我 们 要 求 方程 

F(x)-8 (3.2.3) 

的 解 . REH 3.1.3 50 E Fx) TEE z" € H RERUCBHMR MEL] >" 必 是 方程 (3.2.3) 的 解 . 

关于 极 小 值 点 x "的 寻求 ,现在 采用 这 样 的 想法 ,从 某 一 初始 点 z EH BR AHA H d 
某 曲线 x = xz(1) 最 后 到 达 x^ 点 .显然 ,我 们 应 要 求 沿 此 曲线 , 斌 函 也 的 值 下 降 得 最 快 , 即 在 晶 
线 上 的 每 一 点 x 处 ,曲线 前 进 的 方向 应 恰好 是 — grad f(z)= - F(z) 的 方向 .因此 ,此 曲线 > 
= z(t) 应 满足 Hilbert 空间 中 的 常 微分 方程 初 值 问题 


-F(z), (3.2.4) 
x(0)-— x. 

不 难 想象 , 若 lim z(:) 存 在 , 刚 其 极限 x" REZE / 的 极 小 值 点 ,因而 是 方程 (3.2.3) 
的 解 . 初 值 问题 (3.2.4) 的 解 >= ztz) 称 为 了 的 最 速 下 降 流 线 .这 种 利用 最 速 下 降 流 线 来 研究 
沦 葬 了 的 极 值 点 和 临 春 点 的 方法 , 称 为 连续 化 的 最 速 下 降 法 ， 

定理 3.2.1 d H AX Hilbert EH, F: HR JJ C. iE BE FR LE) grad f(x) 
足 局 部 Lipschitz 条 件 , 则 对 Y x, € H ,SIAIRIELO 2.4) Bn —fR z = z(t) 的 向 右 最 大 存在 区 
间 为 [0, + oo). 

WEBH 由 Banach 空间 上 常 微分 方程 理论 (2.5), 从 Fir AEJ Lipschitz iF, 9 
值 问题 (3,2.4) 对 充分 小 1+ | 存在 唯一 解 z= x(t). 设 x =x(z) 的 向 右 极 大 存在 区 间 为 [0， 
ty RITE e" = +o. 

沿 解 曲线 =r LARZA f(x(1)), 利 用 链 式 法 则 得 

ED) = (P GG) at) 


=(F(z(t)),= (t)) 
--lx(D0l*.Vielo.z"). (3.2.5) 
因此 fGcG) ELO, 2" ) 上 是 减 函数 .再 由 AIz) 在 互 上 有 下 界 知 , f(x(z)) 是 有 界 的 . 
XPVOCHn«n«t , 击 式 (3.2.4), 式 (3.2.5) 得 


l z()-zGOH = | [coa i «[ FAO, 
«(f |z (z) :dz (aa) 


- | EE -u) 


-[f(x(z)) - f(z(5))] (e, 5). 
H ftx(z)) 有 界 知 ,存在 常数 M >0, 使 


l z(a) - xGO EKM 7 1522. (3.2.6) 
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PC too, HX G.2.6) A H 的 完备 性 知 ,极限 lim (mz €H FE. H F(z)dE x" 
处 满足 局 部 Lipschitz 条 件 , 初 值 问题 
dx _ 
i - F(x), 
z(t')er', 
Elt- |< 8 充分 小 时 存在 唯一 解 .这 表明 初 值 问题 (3.2.4) 在 [0,:”+ 人) 上 存在 解 ,此 与 
[0,2 " ) 为 解 的 疝 右 极 大 存在 区 间 了 矛盾 ,于 是 t = to, 证 毕 . 

EH 3.2.2 i4 H JE: Hilbert 空间 , £: H—R JE C! HA, ATA EE #š E P. S. 条件 ， 
又 设 F(x)-—grad f(x): H—H 满足 局 部 Lipschitz 条 件 . 则 F YE HEC] MR, El TE 
r EH, 

fix )= inf f(x), (3.2.7) 
从 而 x "是 方程 (3.2.3) 的 解 . 

证 明 由 了 有 下 界 , 故 c= int f(z) 是 有 限 数 .假设 不 存在 x° € H 使 式 (3.2.7) 成 立 , 则 
必 有 结论 :存在 r>0, E FERS = z€ H|f(rz)sS;c+r| 内 无 零点 . 因 若 不 然 , 则 存在 =, 
€ fal EI F(z,) 2 0,48 f FARR P.S. ARTT, Ln, | 有 极限 点 z" ,显然 f(x )=c, 即 了 
Jes | MB c TE. 

现 取 xo fa. ,考察 


dr _- 
FG), (3.2.8) 
x(0)- xo, 


出 定理 3.2.1 知 , 此 初 值 癌 题 的 唯一 解 x = ft 的 向 右 最 大 存在 区 间 为 [0, + oo). AF 
FAUNE GG) a G5 GGG), -FF(z(b))= - | FGGD I, 
V:€[0,+ eo), (3.2.9) 
fGzG)ME £€ [0, + co) ERRAR, FSI 
cx f(x(:) m f(rQ.,Vi:c€[0,-9). (3.2.10) 
gEigpxG.2.9)f8 


cS f(Gx(r)) = fro) -| IF0(1z(s)) l?ds, V £€ (0, + eo). 


易 见 ,积分 | | FGG) | ?ds 收敛 ,从 而 必 有 

dim | FCz GO || =0, (3.2.11) 
即 存在 t t oo tE FCx (2,)) 6, H5X(3.2.100, £8 & P.S. RA, TETE Lc (L2 ELTE 9 
z(t) ZEH, $ F(z)= lim F(x(z, )) = 09, 注意 到 式 (3.2.10) 得 

f(z)= lim f(x, DSS CrS e + T, 
从 而 Ef.. ,显然 与 前 面 的 结论 矛盾 . 证 毕 . 
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第 4 章 非 线性 动力 系统 与 分 双 


动力 系统 的 概念 起 源 于 19 世纪 末 对 动力 学 问题 中 常 微分 方程 的 定性 研究 .20 世纪 60 年 
代 以 来 ,由 于 微分 玫 何 和 微分 拓扑 研究 的 发 展 , 动 力 系统 理论 取得 重大 进展 .现在 ,动力 系统 理 
论 已 是 当代 最 活 唉 的 数学 分 支 之 一 ,并 在 物理 .化 学 ,生态 经济, 控制 .数值 计算 等 领域 得 到 广 
EW H. 

动力 系统 理论 主要 研究 随时 间 演 化 的 系统 的 全 局 定性 行为 ,例如 ,平衡 态 , 周 期 运动 ,长 时 
EAHA R. 

Te Tr HER SANDI RARESA ELE I ERE E DEC BD AE Tp E 
基本 知识 . 

按照 时 间 以 连续 或 离散 两 种 方式 变化 ,可 将 动力 系统 分 成 连续 的 和 离散 的 两 大 类 ,而 这 两 
类 系统 有 着 紧 闪 的 联系 ,为 简单 计 , 我 们 将 只 讨论 在 R^ JEFE D 上 定义 的 动力 系统 而 不 去 
更 一 般 地 讨论 微分 流 形 上 的 动力 系统 . 


4.1 基本 概念 


考虑 在 开 集 DOR 上 的 自治 系统 
ki-f(r),2xCD,tCR, (4.1.1) 

其 中 f:D 一 R" 是 CC GILDBU. 

注 这 里 和 以 后 ,我 们 称 一 个 映射 站 是 C 的 ,是 指 映射 /具有 连续 的 上 Br F - HE 
对 FCC' 规定 : 若 六 为 0, 则 表示 ERER, A k Ao, WRR 上 具有 任意 阶 的 上 一 导数 ， 

对 任何 zo 气 卫 ,根据 常 微 分 方程 理论 ,该 系统 有 唯一 的 满足 zj,-,=x 的 避 解 了 = 
中 (rz ,zo). 设 每 个 这 样 的 解 都 有 存在 区 辣 ( — co ,+ 00), 并 记 D (x) 7 (t, x), X ERE RS > 
€ D 和 变动 的 :,$,(z) 给 出 系统 在 相 空 间 ( 即 R^ ) 中 过 点 z BRRR E x 与 1 都 变动 , 则 
理 (z) 可 视 作 系统 在 相 空 间 中 一 个 轨 线 族 . 从 常 微分 方程 理论 还 可 知 集 { 理 ,cs 有 以 下 性 质 ， 

‘(DB (z)=x,V +€ D; 

(2)6 (f$ (z>))= alr), V s. TCR, x€ D. 
P p, 对 每 一 上 ER WAE D 到 自身 的 同 胚 ,其 道 为 p. IO l. E D 上 的 单 参数 变换 
BE , Bln EA AT C1 S 3kikikah DO Ere CT RR EE W PKR 3 BE (41D RR. 

由 于 上 述 结果 的 启发 ,下 面 可 以 直接 用 上 映射 的 概念 来 建立 抽象 的 动力 系统 概念 . 

定义 4.1.1 WE D E R^ PFE, DRDD 是 一 个 CORAT, i d, (x) = 
Q(t,x). EID, | ,en 满足 群 性 质 ， 

(129, = I, 

(220,0, =P, , V s, tC R, 
WIR, ,sn( 或 p) D 上 的 一 个 C+ 连续 动力 系统 或 CC 流 . 
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类 似 地 ,对 于 任何 从 R° PFE D #| B Ep C CR Z90)0 [RIRE. 6G, 双边 序列 |G"| ,ez 显然 满 
足 : f 
{DG's f; 
(21G"«G" =G", V m,nC€Z2. 
我 们 称 1G"i,ez 是 D 上 的 (由 G 生成 的 )C 离散 动力 系统 或 C* 离散 流 . 
在 一 些 发 展 型 偏 微 分 方程 或 映射 问题 中 ,还 会 届 到 半 动 力 系 统 ( 单 边 动力 系统 }. 只 需 在 前 
面 定 义 中 假设 1 | ,sw (或 1G" ,0) 满 足 半 群 性 质 ， 
(04 I; 
(2) ob = 5, , V s, CR, =|[0,+ eo). 
Gk (1)G°=I; 
(2)G"«G" = G"'", V m,n€ Z, =Z[YR, .) 
就 可 获得 C 连续 (或 离散 ) 半 动力 系统 的 定义 . 
连续 与 离散 动力 系统 之 间 , 有 着 密切 的 关系 . AA, IERM D, | ,es 每 隔 一 段 时 间 to 做 
一 次 采样 ,就 可 得 到 一 个 离散 流 {1g" jez, 其 中 g = 0, , 称 为 一 个 频 闪 喘 射 ， 
我 们 暂 先 过 论 连 续 的 动力 系统 ， 
WERTER.. DPA C: 映射 站 为 DD 上 的 一 个 C2 向 量 场 , 则 可 说 在 一 定 的 条 件 下 ， 
上 的 一 个 C 向 量 场 通过 自治 系统 += fO CC 动力 系统 | | ,ep; 男 一 方面 ,每 
一 个 C ORAS BET, 1 ev UD AE C 向 量 场 上 或 说 对 应 着 自治 系统 二 = fx), 
who Re CD. 。 事 实 上 ,Y a €D, 
dD. Cr) = lim Dia nl P, (=o) 
= lim Da (TF, (x0)) 一 TD, (ro)) 
me At 
|, dd (5, (zo )) 
-——de 7 lee 
=f (r), 
BR D (xo) 是 自治 系统 4 二 f hR, BERRE xl- = xs. BIE, UE AaS 
成 的 动力 系统 相提并论 . 
例 4.1.1 线性 系统 
+=Ar,rER’, | (4.1.2) 
其 中 A = (a;) 是 nxn REE, 满足 初始 条 件 x)... = za ER” 的 解 为 =e*zo = D, x), M 
$, =e” ER 上 一 个 动力 系统 , 称 为 相应 于 疝 量 场 Ax ,x ER" 的 动力 系统 或 流 . 
BI hert DOR 上 的 动力 系统 ,并 将 它 简 记 和 作 流 O, , 它 所 对 应 的 万 上 的 向 量 场记 作 
f(ix),x€D. | 
WrcDJEIOG)LERIBOR b. 过 点 x 的 轨 线 ， 
AUR yC D3E 0 (r)=xr,V:CR,MER x Edo, 的 平衡 点 { 或 不 动 点 ) ,这 于 显然 有 
关 z)=0, 故 工 也 称 为 该 向 量 场 凡 z) 的 零点 (或 奇 点 )， | 
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如 果 点 pCcDxXpDEÓ T>0 满足 O.0)-p.Wge posto, 的 周期 点 .车 存在 使 DuC) 
= 成立 的 最 小 正 数 全 , 则 称 了 为 周期 点 p 的 最 小 正 周期 (简称 周期 ) ,也 称 p AAG, 的 周期 
TÄ. 

流 D, 过 ~ 周期 点 的 轨 线 称 为 下 AER RA SP CORUSTIBEPUB E 57) 3€ 
统 中 非常 简单 而 又 十 分 重要 的 点 集 ,分 别 代表 着 不 变 的 和 周期 地 重复 的 系统 状态 ,它们 也 是 动 
力 系 统 椒 变 集 的 最 关键 的 组 成 部 分 . 

EX 4.1.2 WE FCDWiE:VrCF,EY 

Br)EF, YER, 
则 称 F Ji b, 的 一 个 不 变 集 . XE ECDHWEIVICE,38620,MPMIr|Io BF, p (x)E 
E Wik E SW p, 的 一 个 局 部 不 变 集 . 

R" 上 连续 动力 系统 的 闭 的 不 变 和 集 有 时 称 为 不 变 流 形 . 这 里 我 们 介绍 R 中 流 形 的 定义 如 
下 . 

É MCR". WR MM 有 一 个 开 覆 盖 i U,) 和 相应 的 一 族 同 胚 {B 1 (个 数 不 限 ), 其 中 5, U, 

R”,m 是 一 固定 的 正 整数 ,使 0 (U E R>” 中 的 开 集 ,并 有 日 对 不 同 的 i,j, 复合 映射 
D DEGU EREC 的 ,r 是 一 国定 的 非 负 整数 或 , 则 称 M 为 R* 中 的 一 个 mx HEC 
流 形 .CC 流 形 亦 称 为 拓扑 流 形 ,C" (CA IUE ZION C 微分 流 形 . 

平衡 点 和 局 期 轨 线 代表 的 运动 状态 可 以 看 作为 更 广泛 的 回归 运动 ( 即 能 够 无 限 次 地 回复 - 
到 某 一 特定 状态 附近 的 一 种 运动 ) 的 特殊 例子 . 对 于 动力 系统 这 些 带 有 回归 性 质 的 长 期 性 态 的 
研究 ,促使 人 们 引进 非 小 荡 点 和 非 游 萝 集 以 及 丙种 极限 集 的 概念 . 

定义 4.1.3 设 对 点 p€ D 的 任何 邻 域 U 和 任意 了 >0, 存 在 :> 使 得 UN ,(U) 
DWF 户 为 流 更 的 一 个 非 游 葛 点 . o, 的 全 体 非 游 茵 点 所 成 的 集 称 为 的 非 游 葛 集 , 记 作 
ND). i5 q€ DX O(D) ME q HRD, 的 游 葛 点 ， 

由 此 定义 易 见 ,在 非 游荡 点 p 的 任何 邻 域 U 内 总 存在 一 点 xz, 使 得 :一 + oo 时 , 轨 线 
p (EMEI U TEER. 还 易 见 流 o, 的 非 游 东信 (加) 是 一 个 闭 的 不 变 集 . 此 外 , 流 
e, BIpEgi a RIBISUEES T 00). 

定义 4.1.4 在 过 点 工 的 轨 线 | 更 (xz)1zERI 上 ， 如 果 存在 点 列 | @, (x) s s E too 
时 ,二 + 9o(- 09) H. @, Cz) p MRA 户 为 此 轨 线 的 一 个 极限 点 (a 极限 点 ), 并 记 作 p 
€ e(x)pCa(x)), 这 里 atzjfa(zh)) 表 示 过 点 工 的 轨 线 的 全 部 十 极限 点 {fe 极限 点 ) 所 成 
的 集 , 称 为 此 轨道 的 w 极限 集 (e 极限 集 ). - 

由 此 定义 不 难 证 明 : 

e(x)-[l d Ug, (x), 
a(z)= pu UG, 
它们 都 是 流 更 的 闭 的 不 变 集 . 


4.2 平衡 点 的 局 部 性 态 


4.2.1 平衡 点 的 分 类 
设 x CER” 是 相应 于 向 量 场 f 的 局 连续 动力 系统 ,的 平衡 点 ,注意 到 VY AER 1.250, 
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A (G9) 9 G3) tez ra - fie (x)) 
dt , 


s 
则 知 d (x )£E z SABE n 方向 的 G 一 微分 DG,《x)h 适合 方程 
£ (DA, (2)5) - D/G (DG, Gr)8),D do (z)& =R, 
从 而 根据 线性 方程 理论 有 
DE, (rk =d "h. 
由 Taylor 展开 , 34 || A || Zahit, A 
P (x + h)=z@, (x)- DO, Cr)h 
= go, 
BUT Dn Gr) EE n X n 方 阵 ,存在 实 典 型 形 J RIJESEHSOBPEQ (6458 Dy(z)= Q 'JQ ,K 
+ I-daglAi,Aj7,A,L3XXHL AC p AAT DÉC KRR A; RARE Fer 
ffia; tb ila; , b ER, 5,20) ,而 有 形式 


s 


a; — bj Ü Ü 
i j a; Ü 
J 
1 
-falo 1 | 
0 1 À Ë š 
0 O 0 1 b a 


从 而 J 的 主 对 角 线 元 素 是 矩阵 DF(z) 的 特征 值 的 实 部 . 这 时 若 eÆ z — Jx ,=(0)= Qh 的 
解 , 则 y(r)= Q x(t) 是 y=DF(x)y,y(0)= 的 解 ,从 而 O, (z tAE || A 1 32 aj Bul H 
r+Q 'z(iHBr-Q etQh 来 近似 ,于 是 我 们 仿照 对 线性 系统 + = Ax 的 平衡 点 分 类 的 
方式 根据 Df(z) 的 特征 值 的 情况 来 对 平衡 点 x 进行 分 类 . 

定义 4.2,1 设 工 是 相应 于 向 量 场 上 的 连续 动力 系统 更 的 平衡 点 , 41,4,,…,4, 是 
DAz) 的 = 个 特征 值 . 

(LER z 是 双 曲 (型 ) 的 , 若 Re 1,20, k-1,2,- 

(2) 称 为 中 心 , 若 工 不 是 双 曲 的 平衡 点 ; 

[3) 称 工 为 汇 , 苦 Re A <0,$=1,2, e,n 

(DER x 为 源 , 若 Rea ,20,R21,2,7,n 

(5) 称 z 为 鞍点 , 若 工 D BEI Je Wa tb AS JL EAE ; 

(6) 称 z 为 结 点 , 若 x 是 汇 或 源 , 且 A, 是 实数 ,=1,2,… n 

(7) 称 x 为 焦点 ,车 r 是 汇 或 源 , 且 存在 某 AL 不 为 实数 ; 

(8) 若 x 是 汇 , 则 称 其 为 稳定 的 ( 渐 近 稳定 的 ) 或 吸引 的 平衡 点 ; 

(9)# r 是 源 , 则 称 其 为 不 稳定 的 或 排斥 的 平衡 点 ， 

从 下 面 介绍 的 R^ 上 线性 自治 系统 的 相 图 的 各 种 情况 , 丰 可 以 看 到 上 述 庄 名 称 的 合理 性 . 这 
里 所 谓 相 图 就 是 画 有 动力 系统 在 相 空间 里 一 些 代表 性 的 轨 线 的 图 , 

B += Az 是 R 上 的 线性 自治 系统 , 则 根据 线性 代数 理论 ,总 可 以 把 4+ = Az 通过 坐标 变 
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换 化 成 ?= Jy, 其 中 了 必 属 于 下 述 四 种 情况 之 一 : 


ñ 0 
(1)J = À [ER AAA: 
z 
Ü 
A 0 
(3)J = k JAER; 


(4)J = n "a b€ R,bs0. 
的 解 是 
(1)y(t;y, )= NM MT 


Nos 


(2)y(t;ya)= - 


1 o 
(Byles) =e" |} " 


cos HH —sin bt 
4)yCt; yo) e" 
GO y(riy) se »" bt MM 


从 而 在 y=0 附近 ,可 根据 这 些 4 或 a 和 2 的 取 值 情况 画 出 系统 的 相 图 ， 
A 0 
(1)J = P i ace 时 ,e” 的 相 图 如 图 4.2.1, 
2 


这 时 原点 是 结 点 , 且 是 系统 的 汇 .; 
à O 
J= P i | „Àa «0 时 ,e* 的 相 图 如 图 4.2.2, 这 时 原点 是 鞍点 . 
. 2 
rı J; 


es. 
DA 


E 4.2.2 


J 
N 


F] 4.2.1 


A Ü 
(2)J = | - E >O Rİ, e KHAMA 4.2.3, 这 时 原点 称 为 临界 结 点 , 且 是 系统 的 源 . 
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GI = ñ ME <0 时 ,er 的 相 图 如 图 4.2. 4, 这 时 原点 称 为 非 正 常 结 点 ,是 是 系统 的 


rı Ys 
> VS 7M y, 


8 4.2.3 H 4.2.4 


wfs ni a=0,5>0 时, 上 的 相 图 如 图 4. 2.5, 这 时 称 原点 为 中 心 .a <0,5>0 
a 
mte” KARR 4.2.6, 这 时 称 原 点 为 吸引 的 (或 稳定 的 ) 焦 点 . 


° @- 


E 4.2.5 


EH 4.2.6 
4.2.2 Hartman 定理 


设 z 是 系统 z= A(z) 的 平衡 点 , 则 系统 += Df(z)= 称 为 原 系统 在 x 处 的 线性 化 或 近似 
线性 系统 .一 般 地 , 称 土 = 乒 zo)+DF(zo)z 为 系统 + 二 A(z) 在 ro 处 的 一 阶 近似 系统 . 

上 述 关 于 平衡 点 的 分 类 是 借助 于 平衡 点 处 的 线 狂 化 而 得 到 的 ,自然 要 问 ,平衡 点 附近 畔 线 
的 拓扑 性 态 在 线性 化 后 是 否 被 保持 ? 当 平衡 点 是 双 曲 型 的 情况 下 ,有 下 述 完 美的 结果 . 


定理 4.2. 1(Hartman) # x € R^ 是 向 草场 了 生成 的 连续 动力 系统 理 ; 的 双 曲 型 平衡 点 , 则 
存在 x HIRU 3up]HRBRÉIA:U-—A(U)CR",fHf8 


h(r)-0,JH3$ z€ U HO (zx)E Uh (zr) = hr) 


此 定理 的 证 明 癌 见 [251, 定 理 内 容 如 图 4.2.7 所 示 . 
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m 4.2.7 


现在 假设 2. A, 作为 DF( 工 ) 的 特征 值 按照 实 部 小 于 ,大 于 或 等 于 0 分 成 个 数 分 别 为 
n, n, Mn. 的 三 组 ,并 01,0 ua astu Cua ws von e, 分 别 是 相应 的 线性 无 
关 的 广 六 特征 向 基 的 组 , 则 称 
E'-cspanivi mao P 
E" span] ai PHI U Ha J " 
E =span | wi ,wa sw, | 
分 别 是 系统 o, 在 平衡 点 z 的 稳定 子 空间 ,不 稳定 子 空间 和 中 心 于 空间 ， 
注 和 矩阵 A 的 相应 于 特征 值 的 广 尺 特征 向 量 是 指 对 某 个 EEN 满足 (A - AD)*v = 6 l 
非 零 向 量 "， 
动力 系统 d, 在 平衡 点 zx 处 的 局 部 稳定 流 形 和 局 部 不 稳定 流 形 ,分别 定义 为 
Wi(r)-iz€UidG)-xz,t--9:,,H 6,(x)€ U,r29|, 
W.(z)=|z=€ Uld (zr) x,:7— 9, H S (x) € U, t0}, 
其 中 U ÆR Pr HX Se SE HIEAUEREBCOR EE T WIE EISE X 259 
W'(z)= US OLG), 
和 
W"(z)= U @,(Wk.(z)). 
54.2.1 对 于 线性 系统 r= Ar,zC R' 其 中 4 为 一 n Xn BER, BRA W: (O ) = E 
和 W*(O)-E*. | 
94.2.2 平面 系统 之 =z,?= 一 y+ x a y ERE 有 唯一 的 双 曲 平衡 点 口 ,在 点 口 处 
近似 线性 系统 为 二 二 ,y= -y GrIy) € R ,在 点 口 处 系统 的 稳定 和 不 稳定 子 空 间 分 别 
E'—-l(x,y):r-0l, f . 
s 
E* =|(zxz,y):y=01. 
根据 原 系统 的 方程 可 求 出 轨 线 族 vC) =T + 上,c 为 任意 常数 ,和 雪线 x =0, 再 结合 向 量 场 
(z，-y+z zy)ER2 ,的 情况 可 见 :系统 在 点 O 处 稳定 流 形 和 不 稳定 流 形 分 别 是 
W'tO)2 1(x,y):x-0l 
m 
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W*"(O)- (z,y):y= . 


如 果 动 力 系统 5, 的 一 个 (局 部 } 不 变 流 形 与 m 处 中 心 子 空 间 的 维 数 相同 ,并 且 在 x 处 与 
之 相 切 , 则 称 之 为 一 个 整体 { 局 部 ) 中 心 流 形 , 一 般 地 ,在 一 个 平衡 点 x 处 的 中 心 流 形 不 必 是 唯 
例 4.2.3 考虑 系统 ; 
t=’, y=- y, lr, y ER, 
原点 <0,0) 是 这 个 系统 的 中 心 , z 轴 是 中 心 子 空间 ,y 轴 是 稳定 子 空 间 也 是 稳定 流 形 .这 个 系统 
的 满足 初始 条 件 (z j) P 一 (xg ,3o) 的 轨 线 由 
xlt) = xof (~ tzo) y (1) 9 ye 
给 出 ,消去 上 之 后 ,有 
y(xr)-(yye 7 )e 
由 此 可 见 , 在 左 半 平 面 ><0 上 的 所 有 雪线 当 x0 MARATRA BL & MFR y (x) 
0 上 =1,2,3,…; 在 右 半 平面 z>0 上 ,只 有 一 条 轨 线 当 z~*0 时 站 于 原点 ,此 轨 线 即 正 半 x 
轴 , 将 正 半 > 轴 与 左 半 平面 上 任 一 条 轴线 相连 , 即 得 一 个 CT 中心 流 形 , 这 样 的 中 心 流 形 有 无 
HE. 


= 1 xr Ix 


m 
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对 于 双 曲 型 平衡 点 ,有 下 面 的 定理 ,证 明 可 见 
[25]. 

TE 4.2.2. R D, 是 向 量 场 f 生 成 的 连续 动 “ 
力 系统 ,z 是 其 双 曲 型 平衡 点 , 则 存在 z 处 局 部 稳 
定 流 形 Wi.(z) 和 和 局 部 不 稳定 流 形 W. (x), YI 
与 线性 系统 =D) 的 稳定 子 空间 EF’ 和 不 移 
定子 空间 E 维 数 相等 ,并 且 在 x 处 相 切 ,同时 它 
们 具有 与 f 相同 的 光滑 性 . 

此 定理 内 容 如 图 4.2.9 所 示 . 

在 非 双 曲 型 平衡 点 x 附近 的 轨 线 结构 可 能 更 加 复杂 ,而 一 般 不 能 直接 利用 线 件 化 的 方法 
来 描述 . f 


4.2.9 
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4.2.3 中 心 流 形 定理 


下 面 介绍 的 中 心 流 形 定理 提供 了 一 种 降低 所 研究 的 系统 维 数 的 方法 ,因此 在 研究 动力 系 
统 的 分 倪 问 题 等 方面 有 重要 作用 .定理 的 证 明 可 见 [25] 和 [5]. | 
定理 4.2.3 设 了 是 Rr* bE—TCszr«c)mB€EL nuo fSd Bo, 3 
型 平衡 点 ,DF(0) 的 特征 值 为 4 ,… ,4, . 记 
a, = iA, I Rea, <0), 
2, = |A | ReA, 701, 
z. = IA, |I Rea, —01, 
HARRE TAS ih r 2882 Sp E SE" AME , 则 在 点 O 的 某 个 分 域内 唯一 地 存在 
过 点 口 并 在 该 处 分 别 与 严 SR E" 相 切 的 C 局 部 稳定 流 形 Wi.(O) 和 C" 局 部 不 稳定 流 形 
WO), 且 在 这 个 邻 域内 还 存在 至 少 一 个 经 过 点 O 并 在 口 Bb E" 相 切 的 C 局 部 中 心 流 形 
, Wael O). 进 一 $ RA + = f YER O 邻近 下 局 部 拓扑 等 价 于 下 述 系 统 : 


z= f(x), y-- y,z-r,(r,y, z)CE'XE' xE", 
其 中 了 满足 DA(O) 的 特征 值 都 具有 零 实 部 , 且 了 在 点 O 邻近 是 上 的 . 

ik ”此 定理 可 推广 到 无 限 维 空间 的 情形 , 但 结论 中 
局 部 中 心 流 形 的 光滑 性 要 改 为 C". 

此 定理 内 容 如 图 4.2.10 Bram. 

定理 中 所 述 的 “局 部 拓扑 等 价 " 即 是 “通过 局 部 同上 肪 
对 应 ” ,严格 地 说 有 下 述 定义 . 

EN 4.2.2 WE U,V AR 中 非 空 开 集 ,上 和 5 分 
划 是 乙 和 和 YY 上 CC 向量 场 ,它们 分 别 生 成 流 o, 和 更 ， 
如 果 存 在 一 个 同 及 p: U— V ,把 流 d, 的 轨 线 映射 为 更 
的 轨 线 ,并 保持 时 间 定 向 , 则 称 向 量 场 f 3 z BRN D, 
与 流 是 拓扑 等 价 的 , 即 对 任何 >€ U mu. 

V 2,70, 27,0 s.t.h(d (z))= v, (Chr). 
此 外 ,车 上 & 保持 有 时间 不 变 , 即 总 有 z, = t, ER EXEHGT HEBDO PRIMI. 

在 许多 情形 中 ,我 们 只 关心 平衡 点 附近 的 轨 线 性 态 .如 果 上 述 拓扑 等 价 (或 共 红 ) 关 系 仅 在 

平衡 点 的 某 个 邻 域内 成 立 , 则 称 为 局 部 指 扑 等 从 (或 局 部 拓 盾 共 二 ). 


4.3 吸引 于 


Ut F EMD, 的 一 个 不 变 集 . 如果 对 于 下 的 每 个 BRU, = {fz:ad(zr,F)< 之 se] ,存在 下 的 

一 个 6 邻 域 U; ,使 得 对 任何 ze U, ,有 D, (x) E U, ,i 之 0, 则 称 下 是 局 部 稳定 的 .如 果 下 是 局 
部 稳定 的 ,并 且 存 在 F 的 一 个 a 邻 域 U. ' 使 得 对 任何 z € U, TELILI , d ( @, (z), F)—= 
0, 则 称 F ERRIREN. 

注 这 里 和 以 后 ,用 记号 dla, BRERA a STEB 的 距离 infjafe 5): b C B. 


E Ww 


E] 4.2.10 
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d; A ERO, 的 一 个 闭 的 不 变 集 ,日 A 是 局 部 渐 近 稳定 的 , 则 称 A 为 局 部 吸引 集 R D = 
ixi dim d(®, (x), A)=0 EOS A 的 吸引 域 . 

如 果 A hhi b, 881 TRUE SIR ,并 且 存 在 一 条 轨 线 D. Gn E A HUBS LUE A 是 流 
D, 的 一 个 局 部 吸引 子 . 

若 可 把 上 述 邻 域 U, 换 成 整个 R" , 则 可 分 别 给 出 A 是 全 局 {或 整体 ) 渐 近 稳 定 的 ,A 是 全 
局 吸引 和 集 和 4 是 全 局 吸引 子 的 相应 定义 ， 

当 一 个 集合 中 含有 一 条 番 密 的 轨 线 ,也 称 此 集 是 拓扑 可 传 的 .在 此 集中 任 一 点 处 的 任 一 邻 
域内 ,都 有 这 条 魏 线 经 过 . | 

例 4.3.1 图 4.3.1 Eros Bt z — z), y = 
一 y, 有 平衡 点 ACT 1,0).0(0,0) B(1,0), h 
AB 都 是 稳定 的 结 点 也 都 是 局 部 吸引 子 , O f 
点 .此 系统 有 局 部 吸引 集 1A B] REPRE SIR IE S 
AB HRE r, y) Q 1S x1, y 201, 1A, O,BI 
是 非 游 荡 集 .该 系统 没有 整体 豚 引 子 . 

显然 ,平衡 点 是 汇 时 , 它 就 是 一 个 吸引 子 , 它 与 
下 面 所 述 的 周期 吸引 子 ,此 外 还 有 下 面 介 绍 的 环 面 
RSTS ,都 属于 普通 吸引 子 类 , 另 一 类 吸引 子 出 现 
于 混 溃 运动 问题 , 因 具 有 分 形 维 数 而 被 称 为 奇怪 吸引 子 . 

以 下 凡 说 到 "稳定 性 ?时 ,都 指 局 部 的 稳定 性 ， 

WE r=pU ERE += flr) EDOR" 的 一 个 周期 荆 解 , 记 械 为 由 x = gft) 给 出 的 周 
期 轨道 , 即 

D-ix:ir-79(:1),08m1« Tl. 

如 果 Ye>0, 3 了 >0, 使 得 对 满足 dlra D)«8 的 任何 zo t = f(x EH xs) 
= xo 的 解 z(t) 在 cmn 时 有 定义 且 满 是 dix GG. D) e BERISDBUE e CO SRPISL D 是 轨道 
稳定 的 . | 

# == g(t) 是 系统 t+= F(z),z=€ DCR" 的 一 个 轨道 稳定 的 周期 了 解 , 且 存 在 o>0 使 
得 对 满足 4 Cro, T) « o 的 任何 zo, £ = 了 {zx) 满 足 初始 条 件 z (r) = z, 的 解 x (1) 满 足 
Jim. dGc(C2) D) =0, 则 称 周 期 解 p CL) RAHA D 是 轨道 渐 近 稳定 的 ， 

若 进一步 ,对 当 1 一 + oo 时 满足 (x (1), Da 的 每 个 解 z(D ,存在 一 个 常数 1 E10， 
T) ,使 得 | 

Jim [| z(z) 7 ete +) || =0, 
则 称 周 期 解 o Cr )ERPHEL 卫 还 是 相位 新 近 稳 定 的 ,并 称 了 为 一 个 周期 吸引 子 ,# 为 渐 近 相位 . 

从 几何 上 说 ,周期 吸引 子 D 附近 的 轨 线 当 *> + oo 时 不 仅 越 来 越 赵 近 卫 , 而 且 与 了 是 渐 近 
“同步 "的 . E | 

下面 介 绍 一 个 比 周期 轨道 更 一 般 些 的 不 变 流 形 
一 个 环 面 吸引 子 . 


首先 , 若 B(x) 是 一 个 周期 本 轨道 , 则 可 写 o, (Z) = 9, a, X 28, (Z, 


环 语 , 当 这 个 环 面 是 吸引 集 时 , 它 就 是 
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以 2x 为 周期 的 某 个 从 R 到 R 的 映射 .可 以 把 此 局 期 轨道 看 成 周 长 为 2x 的 一 个 圆周 S ,也 
可 看 成 一 个 以 w 为 频率 的 简 谐 振动 , 自然 可 以 考虑 有 两 个 这 样 的 运动 发 生 迁 由, 并 且 它 们 的 
频率 之 比 是 一 个 无 理 数 ,其 考虑 D. (z)= D, lr, wt wzt), 其 中 瑟 对 第 二 和 第 三 个 变 元 都 以 


2r 为 周期 Li» ER- 总, 则 在 相 空 间 R° H, 6, (z) 表 示 一 根 螺 旋 形 曲线 , 称 为 一 个 拟 周期 轨 


道 , 因 为 它 永 不 返回 到 曾经 经 过 的 点 ;又 因为 wi/ ws 是 无 理 数 的 缘故 , 它 将 没 着 一 个 环 面 无 限 
地 缠绕 下 去 ,后 者 是 这 轨道 的 闭 包 , 因 而 此 环 面 是 拓扑 可 传 的 . 


4.4 BRD RAME FE (Poincaré ik$} 


为 简便 计 , 由 (C’ ME G 生成 的 离散 动力 系统 1G"|,.e,, 往往 直接 称 为 “(C” 微分 ) 
mE G". 

关于 连续 动力 系统 与 离散 动力 系统 的 关系 ,我 们 曾 介 绍 过 对 连续 动力 系统 进行 离散 采样 
可 得 到 离散 动力 系统 ,后 面 将 介绍 通过 席 卡 莱 峡 射 把 一 个 连续 流转 化 成 一 个 离散 流 来 研究 .此 
外 ,连续 动力 系统 由 微分 方程 表 出 ,而 微分 方程 的 差分 解法 也 可 引出 离散 动力 系统 ， 

反 过 来 , 若 给 定 DC R" FE— Fi G ,我 们 可 以 通过 “ 扭 扩 ”(suspension) 的 方法 得 出 高 一 
维 空间 上 的 某 个 连续 流 , 称 为 扭 扩 流 ,前 G 可 ERD ELE RERA. 事实 上 ,我 
们 在 Rx D tx X—^4 3A: 

D,(p,x)-T7(tt p, x), (p, x) C RXD, 
再 在 RRxD 上 定义 如 下 等 价 关 系 ~.: 

(p,x)—(q.y)9p-q—-nCZH y-G'(r). 
ia D-RxD/-— , 则 易 验 证 :车 (p xr) (qy), M d, (5,x)— 5, lq, y). FE D, 诱导 出 方 上 
—^ii o, ,这 就 是 扭 扩 流 . 当 我 们 把 D 和 {01 x D/— SIE REG 即 可 看 作 是 5= lol x DZ— 
ERRE, HUNE, 从 上任 一 点 x 出 发 的 轨 线 都 要 返回 于 ,其 中 第 一 次 回归 于 x 的 交点 就 是 
G(z) .按照 后 面 介绍 的 庆 卡 莱 上 映射 的 定义 ,这 就 是 说 ,G EHD, 关于 截面 HEFER. 

由 此 可 见 , 连 续 流 与 离散 流 有 着 密切 的 关系 . 

由 于 对 微分 同 胚 的 研究 一 般 比 较 直 观 简 洁 , 故 人 们 一 般 先 在 微分 同 脖 的 研究 中 发 现 定理 , 
然后 再 对 连续 流 进行 相应 的 讨论 ,人 们 也 常 将 连续 流离 散 化 ,通过 对 较 低 维 的 离散 动力 系统 的 
研究 米 获 知 原 连 续 流 的 有 关 人 性质 . 

类 似 连 续 流 的 情况 ,可 对 离散 流 建 立 相 应 的 概念 . 

X G:DCR'—D 是 一 个 同 腑 (CG MIE), € D, 称 点 集 

iIG'Cx):&€Zl 
为 离散 流 G 的 过 点 z 的 轨 线 . 
如 果 存 在 正 整数 m 使 
G"(r)-2i, 
则 称 zx 为 G 的 周期 点 ,使 上 述 等 式 成 立 的 最 小 正 整 数 m 称 为 z 的 周期 ,这 时 称 x 为 G i 
Bm 点 .过 周期 点 的 罗 线 称 为 周期 轨 线 .G 的 周期 1 点 称 为 G 的 不 动 点 . 
对 于 G BIA SEA x WRR z 的 任 一 邻 域 UU, 都 存在 zz 的 一 个 邻 域 U ,使 得 对 一 切 > € 
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U, Fi ED 
GCU, 
则 称 + 是 稳定 的 ,反之 是 不 稳定 的 ,如 果 x 是 稳定 的 不 动 点 , 且 存 在 z 的 邻 域 吕 ,使 对 一 切 > 
€U'H 
lim G'(x)-x, 
则 称 x EMERE AI. 
HAR ACR 满足 对 任何 xEA 和 整数 ,有 
f G'(x)CA, 
则 称 A 为 G 的 不 变 集 . 
点 集 
e(x)- N, (G(r) kEm] 


和 
a(x)- f) 1G ^GO|kzmi, 
分 别称 为 G 的 过 点 zx 的 轨 线 的 wm 极限 集 和 a 极限 集 . 
”车 对 点 z 的 任何 邻 域 U 都 存在 整数 上 产 0 ,使 得 GC (U) USE 2 , Wk z 为 G 的 非 游荡 
点 .G 的 全 体 非 游 菏 点 的 集合 称 为 G 的 非 游 萝 集 , 记 作 O (G). | 
易 知 不 动 点 ,周期 轨 线 o(z),a (z), ( G) EIE RE RR. 
MAE 微分 网 肚 )F FIG: D--D FOIS HOURS (CT 共 轿 的 ), 如 果 存 在 一 个 同 
EC 微分 同 胚 )h : D— D ,使 得 
h*F=G°h. 
称 下 和 G Site C 共 簿 的 ) ,如果 上 述 关 系 是 在 对 应 的 不 动 点 的 一 个 
邻 域内 成 立 . 
显然 ,上 述 “ 共 箔 "是 同 胚 间 的 一 种 等 价 关 系 , 且 拓扑 共 秒 的 两 个 离散 流 有 相同 的 轨 线 拓扑 
结构 . 
设 G 是 一 个 微分 同 胜 ,x 是 其 不 动 点 , 则 由 
DG'(x)2DG(G''(r))DG(I*"7(r))-DG(x)-(DG(x)* 
得 出 : 当 ¿C€ R^ 范 数 充分 小 时 ， 
G' (x + £)eG' (x) FDG'(Z)6- x * (DG(x))'£. 
SI. CDGCz ))^ 53538 JJ E St o, 的 P ria]. 
一 设 DG(z ) 的 ?个 特征 值 为 Ni sions An RITER x 为 G 的 双 曲 平衡 点 , 若 14, | 关 1,i= 1， 
Uu z AG 的 鞍点 ,车 zx 是 G 的 双 曲 平衡 点 , 且 存 在 ig uds 
EELSLSP 1. 


A UBSTELE RR HERE ISTE. 40 + 下 其 他 定义 ,也 可 以 类 似 地 定义 离散 流 G 在 
= 处 的 稳定 子 空间 E PRETER E" 和 中 心 子 空 间 民 ,并且 定 义 G 在 z 处 的 局 部 或 整体 
的 稳定 流 形 .不 稳定 流 形 和 中 心 流 形 . 

同样 可 以 类 似 地 证 明 如 下 结果 . 

定理 4.4.1(Hartman) E x 是 微分 同 胚 G 的 一 个 双 曲 平衡 点 , 则 G 在 点 x 的 某 邻 域 和 
DG Eth SER, BAZE z 的 一 个 邻 域 V MEERA A : VY->h(V)}CR" ,使 得 
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h(x)-0 


hCG'Gx)) (DGGr)'h (x), V € V,&€ Z,G'(x)€ V. 

定理 4.4.2 Wb x EO ADREG 的 一 个 双 昌 平衡 点 , 则 存在 属于 C 类 的 局 部 稳定 流 
É 人 Wi.(xz) 和 局 部 不 稳定 流 形 W. (z), 它们 在 x 处 与 下 HE" 分 别 相 切 且 维 数 分 别 与 FF 和 
E" 的 维 数 相同 . 

关于 中 心 流 形 面 在 离散 动力 系统 情况 下 的 结果 也 几乎 是 平行 于 连续 动力 系统 情况 的 ， 
BEEAZS [50]. 

下 面 介 绍 斋 卡 菜 映射 . 

B o ER EC(GIIDBBI f EREN, E R 中 (一 1) 维 超 曲 面 互 的 一 部 分 ,对 
任何 EE, rz) 不 与 互相 切 . 称 这 种 Z ud, 的 一 个 截面 ,并 称 流 更 与 3 横 截 相交 .只 要 
z 不 是 流 更 的 平衡 点 ,总 可 作出 过 > 的 一 个 截面 . 

设 荆 是 各 的 一 条 闭 轨 , 周 期 为 了 .过 任 一 点 训 E 了 作 一 适当 的 截面 三 使 了 与 王 仅 交 于 
P.H T DQCp)- p€ X, WAH Tr Ap 点 出 发 后 经 时 间 人 第 一 次 回 到 号 上 ,根据 流 的 连续 性 ， 
必 存 在 点 p 在 中 的 某 个 邻 域 UC ,使 o, 的 从 任 一 gE U 出 发 的 轨 线 经 时 间 r(g) 第 一 次 
回 到 了 上 ,于 是 定义 第 一 回归 映射 ,即席 卡 莱 上 映射, 为 映射 P:U- E, B 

Pig) = Papl) CZ, Vq€U, 
这 里 r(9) 是 一 个 连续 可 徽 的 函数 .一 般 而 言 , 当 9 天 训 时 ,rf(9) 天 zfp) ,但 当 g 一 户 时 有 rrf9) 
>T. : | 
这 样 , 依 o, 可 在 上 述 截面 了 上 点 pp ABE V 上 得 出 一 个 离散 流 P, 闭 轨 古 上 的 点 p JE P 
的 不 动 点 .对 流 的 闭 罗 的 研究 就 可 以 归结 为 对 庞 卡 菜 映射 P 的 不 动 点 的 研究 . 

定理 4.4.3 iE Do, 的 一 条 闭 胃 ,点 pET REFERI P 的 一 个 双 曲 平衡 点 .车 
DP(p) 的 一 切 特征 值 的 模 都 小 于 1, 则 械 是 轨道 淅 近 稳 定 的 . 

这 个 定理 的 证 明 从 上 略 ,事实 上 还 可 有 更 强 的 结论 , 即 了 还 是 一 个 周期 吸引 子 . 

例 4.4.1 考虑 平面 系统 

- zry- z (z? + y ) 
y9xty-yG! y), 
取 三 = |(z,y)|z>0,y=0|, 则 的 法 向 为 (0,1). 系统 (4.4,1) 在 点 (xz,0}) 处 的 切 向 为 (x — 
zz), 它 与 (0,.1) 不 垂直 ,所 以 工 是 截面 ， 

利用 相 玲 标 变换 == (z2+ y) ,8=arctan(y/x), 式 (4.4.1) 化 为 
rzr(01-r), 

8-1, 

H XZ-21í(75,80)1r20,0-01. 5 V, V (ro 0,),254 7,250, 35(4.4.2) Brig 
D, Cros bod = (Ot (ro 71e) ,+0,), | 

故 从 任 一 点 q € X 出 发 的 轨 线 返回 3 的 时 间 间 隔 都 是 2x, BB elg) 2n, JA THEE 3E RUM Bh 
(r,0)—(P(r),0),r 0 

给 出 ,这 里 


(4.4.1) 


(4.4.2) 
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P(r)-(bt(r?-1De y !2 ,>0. 
EBR, n=l È PATARA, CTAA. 4. DEEA 1 WEERA. 由 


DP(1)= P'(1)= -ia« (27-1) *) 7? ( 22e rfo) o e «1, 


ERA r=1 Æ P 的 稳定 的 不 动 点 ,从 而 x ty =1 是 系统 (4.4.1) 的 吸引 的 周期 轨道 . 
值得 注意 的 是 ,我 们 可 不 求 Ptr) 的 表达 式 而 直接 利用 系统 (4.4.2) 在 r=1,9=0 处 的 一 
阶 近 似 系 统 来 求 出 五 (1) 即 DPI) 的 值 . 
系统 (4.4.2) 在 >=1;,9=0 处 的 一 阶 近似 系统 为 
I= 一 28， 
18-1. 
其 相应 的 流 即 
A. (s.0)= (e 2s t + 5), 
从 而 原 系 统 在 7r=1,8=0 附近 可 近似 地 表 鸭 
$,(r,0)— (3*e "(r-1,:*8), 
BH Pirene (r,0)l, ou (70) CORP n, 表示 对 第 一 分 量 的 投影 ) 得 出 
DP(1) 2e 99 =e]. 
虚 卡 葬 上 映射 不 仅 在 流 的 闭 轨 研究 中 有 重要 作用 ,而 且 是 研究 连续 动力 系统 的 拟 周 期 运动 
利 混沌 运动 等 必 不 可 少 的 工具 .一 般 而 言 , 用 理论 方法 得 出 庞 卡 革 映 射 的 结果 很 困难 ,因为 这 
需要 用 到 流 的 具体 表达 式 . 人 人们 常用 数值 方法 来 求 得 庞 卡 莱 映 射 的 结果 . 


4.5 ”结构 稳定 性 与 分 倪 


4.5.1 结构 稳定 性 


结构 稳定 性 问题 是 动力 系统 理论 的 中 心 课 题 之 一 ,并 且 对 实际 应用 中 的 非 线性 系统 的 定 
性 研究 十 分 重要 .所 请 结构 稳定 性 或 鲁 棒 人 性 是 指 当 动力 系统 受到 小 扰动 后 拓扑 结构 保持 下 变 
的 性 质 ,这 里 所 谓 拓扑 结构 不 变 是 在 前 夯 所 述 拓扑 等 价 或 拓扑 共 斩 意 义 下 而 言 的 ,而 系统 受 小 
扰动 即 系统 变 成 邻近 的 一 个 动力 系统 还 要 通过 下 述 的 e -- 邻 域 概念 来 理解 .应 注意 e — 邻 域 可 
有 不 同 的 定 浆 , 它 的 不 同 定义 将 使 后 面 的 皇上 只 度 顶 动 以 及 相应 的 结构 稳定 性 的 意义 也 会 不 
Fa. . 
定义 4.5.1 设 集 UCR, TRR FC C (U,R')fü 920, £F Be - 4558 B, (JOXE US 
Ig C CU, R) :sup( I f(z=)-zg(z)| + DF(z) -Dg(Cz2l )€e, YER KC UI. 
HEB) AE g E: f M e RHBE C dsl. 

类 似 可 定义 RHEC'(r21MH Sh PCS AR Bg ASHTEGETERIEOS C" 结构 稳定 性 ,下面 
是 结构 稳定 性 或 C 结构 稳定 性 的 定义 . 以 后 我 们 记 向 量 场 生成 的 动力 系统 为 i;. 

定义 4.5.2 称 映 射 f: USR 和 动力 系统 O, 是 结构 稳定 的 ,车 存在 >0, 使 得 f 的 任 
一 se- 尺度 CC 扰动 g 及 相应 的 动力 系统 GB 分 别 与 和 于 拓扑 等 价 ;否则 称 它们 是 结构 不 稳定 
的 . 
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HFE G 生成 的 离散 动力 系统 G^. 的 结构 稳定 性 类 似 地 如 下 定义 . 

相应 于 局 部 拓扑 等 价 , 便 可 有 局 部 结构 稳定 性 的 概念 .于 是 ,前 面 的 Hartman 定理 告诉 我 
们 ,动力 系统 在 双 曲 型 平衡 点 处 是 局 部 结构 稳定 的 ， 

如 果 系 统 o, 有 非 双 曲 型 平衡 点 p, 则 此 系统 是 结构 不 稳定 的 . 因为 这 时 Df( p mast 
征 值 有 零 实 部 ,即使 很 小 的 扰动 也 可 能 使 所 得 系统 相应 于 p 的 点 不 再 是 平衡 点 或 者 在 相应 于 
点 思 的 平衡 点 外 ,线性 化 矩阵 的 特征 值 都 有 非 零 实 部 ,从 而 与 原 系 统 有 不 同 的 拓 丰 结构 . 

利用 流 的 著 轨 和 庞 卡 荣 上 映射 的 关系 也 可 知道 :出 闭 轨 得 出 的 庞 卡 莱 映 射 的 不 动 点 圭 是 非 
双 曲 型 的 (这 时 称 此 闭 轨 为 流 的 非 双 曲 闭 轨 ) , 则 这 个 流 是 结构 不 稳定 的 


4.5.2 PRS PLAEAS E 


stieg ED BUSES T TR XE R5 [8] i 7 — He Er YB 0 k [B]ER . 当 某 个 动力 系统 是 结构 不 稳定 
B. Wn CES RSS ER n] ib RAE TERRA ^E REFER Bi ay 4k REEE ARA. aS 
B 8 zi 7] 3R fc n] | Bip RIAA RR DS 2 E] PE . T EE pr Ind CE, 53 TEL 8 SE J 8 
X. 

我 们 讨论 会 参数 o 的 系统 的 分 命 问 题 ， 

设 区 域 UC R" , JCR” ,考虑 系统 

£—fG.u) EIE £- f,(z)), (4.5.1) 
其 中 rE URASTE, IOcISRp E EI EAST. cJ,K Es U Elf C 向 
FJ. 

3EX. 4.5.3. 设 当 参数 /连续 地 变动 时 ,给 定 的 系统 (4,$,.1 的 拓扑 结构 在 a € J 处 发 生 
突然 变化 , 则 称 系统 (4.5.1)( 或 向 量 场 fx,p) ,或 相应 的 动力 系统 D, — ë, HE p= p. 处 发 
生 分 贫 ,并 称 uy d&— 2r IR CERIS HIELO . 在 参数 的 空间 中 ,由 分 岔 值 组 成 的 集合 称 为 分 
AE, 

Ap RAE HR den ESL HE, TEPARA. S DATAS HI Sh RAE 
请 变化 的 图 形 EOS TER. 

考 典 系统 (4.5.1) 的 拓扑 结构 是 否 随 o 的 变化 发 生变 化 ,一 方面 是 看 参数 u 变化 时 ， 
(zz)=0 的 解 的 个 数 , 妈 系统 平衡 解 的 个 数 , 是 否 变 化 , 另 一 方面 主要 是 看 平衡 点 附近 轨 线 的 
拓扑 结 椅 是 否 发 生变 化 ,这 就 是 所 谓 户 部 分 侈 理论 的 主题 . 

把 满足 Crog) =0 B Cri E) R° X R” 称 为 系统 (4.5,1) 的 分 倪 点 , 若 us 是 分 贫 值 ， 
H x 邻近 办 线 的 拓扑 结构 当 jy 变化 而 经 过 po 时 发 生变 化 . 

根据 Hartman 定理 , ( ri ,wo ) 是 系统 (4.5.1) 的 分 岔 点 的 必要 条 件 是 ro 是 D 的 非 双 曲 
型 平衡 点 , 即 中 心 . 所 以 分 岔 理论 的 主要 任务 是 研究 中 心 处 局 部 拓扑 结构 随 参 数 变化 的 情况 . 

分 盆 问 题 t= f. (z), € Rp € R“ 可 以 化 成 “扩充 系统 "问题 : 

£-fx) g" —-Ü,(r,u)CR'XR", 
PCH += f (zB k SA SR EDA p AAR, 由 于 Harman 定理 告诉 我 们 稳定 和 不 稳 
定 流 形 都 是 结构 稳定 的 ,所 以 对 + = 请 (z) 的 分 贫 的 研究 将 归结 为 对 这 个 扩充 系统 的 中 心 流 
形 的 研究 . 
下 面 的 例子 表现 了 在 动力 系统 研究 中 降低 系统 维 数 的 "中心 流 形 方 法 ”. 
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例 4.5,1 会 参数 x ER I — HE AE + = ur ARAA 
(0,0) , 它 的 分 苗 图 见 图 4.5.1. 

参数 jy 变化 时 ,相应 的 平衡 点 x, (0 和 产 ) 形 成 两 条 在 原点 相 
交 的 直线 zx=0 和 工 = .点 (zz) 沿 直线 通过 原点 时 x, 的 稳定 
性 与 不 稳定 性 发 生 转换 ,所 以 把 这 种 分 倪 称 为 咕 临 界 分 侈 . 

一 般 地 , 若 存在 a ,5 尖 0, 使 

f.(z)=anzm- bx! +O, | Cx 0 12), 

则 之 = 大) 在 (zz)=(0,0) 处 产生 路 临界 分 贫 . 

例 4.5.2 考虑 二 次 杜 芬 (Duffing) 方 程 (其 中 少 >0,8EERR) 


ap 
(4.5.2) 
o= fu- u- v, 
ff 8-0 hbri [B] an. 
为 了 利用 中 心 流 形 思 想 ,把 方程 组 (4.5.2) 写 成 


=t, 
bnt (4.5.3) 
B-0, 

从 而 方程 组 (4,5.3) 的 向 量 场 在 平衡 点 (zx o  8)= (0,0,0) 处 的 Jacobi EEX 


0 1 0 
0 -8 Qj, 
0 


相应 于 特征 值 0, -5,0 的 特征 向 量 分 别 为 (1,0,0),(1, — 8,0), (0,0, D BTE AER 


u 1 1 Oj[r Es 1 1/8 0| ra 
8 o Jle) lg o ul 
FAPRÉBHC. 5.3) 46 
#= (z+) Gt yy, 
$= -ày- Exe y) kt y), (4-5.4) 
B9. 

Hi TZ RR CAL S A) POSTS PE Ce. 3E T LUCR o RUPEE (0,8. 3y) 空 间 应 该 有 图 
Bir, Bhir B). 下 面 利 用 中 心 流 形 在 (0,0,0) 与 中 心 子 空 间 相 切 ， HIE FR h (0,0) 20, 
DA (0,0) =0 KAE A. 

由 Taylor 展开 ,可 设 . 

Ah(r,B)—az!tébxBtcf + O(3) (ORR OCI Go, 0*5), 
注意 到 | 

Dh Ge B) 7 Go D Do GB) 7 Qaz e BB br 24 e), 
BUA = 站 zs) 关于 上 求 导 得 出 
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ax * e (B Gr h) Gr AY J- - ah - P zth)*uz(c*AY, 


Bp 
(2az +p) E (z + O(2)) + 8(az? + bf + cff +08) 
+ Ë (z + az? + bpe + cË? + O(3)) = + (z + OQ) + O(3))=0, 
从 而 
aða? + ber + cà! Lf ~ La —0(3), 
得 出 
a=b 一 市 ,ce=0， 
故 


h Gr, B) dez" -ehr + O(3). 
因此 系统 限制 在 中 心 流 形 上 后 再 投影 于 (zx,8) 平 面 可 得 
上 0 
B0, 
1 1 ; 
=f -- + O(3), 
| 5 (4.5.5) 
B-0. 
iis& (4.5.3) EA f (u v 9) = (0,0, 00 4EXL AD A CIR ,也 就 是 式 (4.5.5) 中 第 一 个 方程 在 


(x,8) - (0,0) 处 的 分 岔 状况 . 按照 例 4.5.1 可 得 出 类 似 的 跨 临 界 分 岔 图 ,于 是 系统 (4.5.4) 
在 原点 处 中 心 流 形 内 分 刍 情 况 如 图 4.5.2 所 示 . 


4.5.3 JURE EB E 


除了 上 面 的 典型 例子 ,下 面 青 介绍 几 种 简单 而 重要 
ATA. 

(D BC uo ) EE 3829 + =fr), ER”, ERHI 
分 侈 点 , 且 Df, Go 2 RARA Eh, ARRE 
都 有 负 实 部 . 利用 中 心 流 形 的 思想 ,系统 的 分 盆 只 发 生 在 
+= f.(z=),& =0 的 中 心 流 形 里 面 , 它 是 一 个 二 维 流 形 
{曲面 .利用 中 心 流 形 定理 ,可 把 原 系 统 分 伟 问 题 简化 为 
一 维系 统 的 分 爹 问题 .故我 们 考虑 

t= f.,(z=),rz CR, CR (4.5.6) 

Elar, u)= (100 的 处 的 分 盆 . 

当 (x) = pp 一 x , 则 其 分 合 图 如 图 4.5.3. 
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当 A<0 时 ,系统 没有 平衡 点 ; 当 关 =0 时 ,系统 只 
有 一 个 平衡 点 =0; 当 >>0 SURACEDE T RR x= 
+ ip ,反映 了 原 系 统 的 一 个 蒜 点 和 一 个 结 点 . 因此 这 种 
分 贫 叫 做 鞍 结 分 岔 . L. 
HUER ETE a,b,c ER, ab 70, (8183 `. 
f.(z)=ag- br *OCI Cei 12), i 
则 系统 (4,5.6) 在 (x ,py)= (0,0) 4E HH gl ka qr k , BD 5 


abu < 0 IW] COE 8 8 abe 220 时 有 一 个 鞭 点 和 一 个 结 点 ， 图 4.5.3 
HFEA, DBRS r 轴 在 原点 相 切 的 曲线 . 因此 这 
种 分 贫 也 称 为 切 分 人 多. 


4 £ (z)= pr~ z° 或 下 (zr)= prt r , 则 系统 在 (x ,x)= (0. 0) 分 别 产 生 所 谓 超 临 界 
pitchfork 4r £z SY IE W pitchfork 分 岔 ,分 岔 图 分 别 如 下 面 的 图 4.5.4 和 图 4.5.5 Pro. 


图 4.5.4 


图 4.5.5 


(2) 设 (xo,po) 是 系统 l 
i—f(r),zr€R',uCR, 
的 分 岔 点 ,上 且 Df, Gro 9ER—ÓS SEG HEBURE GE TRLA 其 余 特征 值 都 有 非 地 实 部 ， 则 根据 中 心 流 形 
定理 和 系统 的 分 命 发 生 于 "扩张 系统 "4 = 了 (x) ,4 二 0 的 在 (zo ,po) 处 的 中 心 流 形 里 面 ， 它 是 
个 三 维 的 流 形 ,从 而 不 妨 考 虑 下 面 这 类 系统 ，; 
ri—aur-aytfx.y), 
[y er agy t g, x, y), Cc, y) ER, p € R, 
其 中 a,w 是 非 零 常数 ,请 e, 是 满足 广 (0,0) 2 g, (0,0) 20 RED, (0, 07 7 Dg, (0,0) 70 的 
C' KR. 
方程 (4.5.7) 的 一 个 最 典型 的 例子 是 
[t—ur—y-cr(x ty), 
{= z+ uy- yr ty (ry ER ER, (4.5.8) 
此 系统 的 分 盆 点 是 (x y. a) 7 {0,0,0), 且 在 (x,y)= (0, 0) KE ik 6 89 Jacobi 矩阵 为 


ñ - 中 它 有 两 个 特征 值 :y+ i. 对 任意 p ER. Gs y) = (0,0) 是 系统 (4.5.8) 的 仅 有 的 平 
TTC n 轴 是 平移 点 集 .进一步 可 知 , 当 c0 时 ,平衡 点 是 稳定 的 焦点 ; 当 0 


(4.5.7) 
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时 ,平衡 点 是 不 稳定 的 焦点 ,同时 系统 有 一 个 周期 轨道 , 它 是 半径 为 Vy 的 加 x? y! = jp; 所 有 
这 种 周期 轨道 组 成 一 个 旋转 抛物 面 ,在 原点 与 Oy 平面 相 切 ,这 种 当 参 数 经 过 某 临界 值 时 系 
统 的 平衡 点 个 数 没有 变化 而 在 平衡 点 处 分 岔 出 周期 轨道 的 性 态 称 为 Hopf 分 岔 . 

当 上 述 旋转 抛物 面 开 口 与 p 轴 正 向 一 致 时 , 称 此 Hopf 分 岔 是 超 临 界 的 (图 4.5.6). 如 果 
(4.5.8) 中 的 每 个 方程 的 末 项 改变 符号 (或 者 把 (4.5.8) 中 = 都 换 成 -py) ,就 可 得 到 所 谓 亚 临 
界 的 Hopf 分 双 ,旋转 撼 物 面 开口 将 与 A 轴 负 向 一 致 (图 4.5.7). 


El 4.5.7 


对 于 较 一 般 的 系统 (4.5.7) 的 Hop 分 贫 的 讨论 需要 用 到 正规 形式 和 李 群 等 知识 ,可 参见 
[22] 5 CHR. TE LER. | | 

Hopi Jy R Rost — HARARET 3 , ARANEA 32 XJ SG HE C QE (Ë , AE 
衡 点 分 贫 出 来 的 就 可 能 不 再 是 周期 轨道 ,而 是 复杂 的 拟 周 期 轨道 ,从 而 在 分 贫 图 中 可 能 会 出 现 
高 维 的 环 面 . 这 实际 上 是 关于 测 流 发 生机 制 的 研究 方面 Landau-Hopf 道路 的 出 发 点 ，. 

在 Ruelle-Takens 著名 的 文章 [43] 中 ,依赖 于 对 Navier-Stokes 方程 运用 中 心 流 形 和 Hopf 


分 金 的 思想 ,提出 了 混沌 吸引 子 (奇怪 吸引 子 ) 的 概念 . 


4.6 Liapunov-Schmidt HEF H 


除了 上 节 介 绍 的 中 心 流 形 方法 ,还 可 以 用 下 面 要 介绍 的 方法 来 降 休 所 研究 的 非 线 性 动力 
系统 的 维 数 . Liapunov-Schmidt 约 化 方法 (以 下 简称 LS 方法 ) 是 将 高 维 或 无 限 维 非 线性 方程 化 
简 为 低 维 方 程 的 一 种 降 维 方法 .其 基本 思想 是 通过 空间 分 解 ,把 一 个 党 维 空 间 ( 含 无 限 维 空 间 ) 
中 的 非 线 性 方程 分 别 投影 到 两 个 子 空间 上 而 化 为 与 之 等 价 的 两 个 方程 ,其 中 -一 个 通常 是 有 限 
维 空间 中 的 非 线性 方程 , 另 一 个 满足 降 范 数 定理 的 条 件 , 从 而 有 唯一 解 ; 把 这 个 唯一 解 代 人 第 
一 个 方程 ,就 得 到 一 个 低 维 (有 限 维 ) 的 方程 ,月 该 方程 保持 原 方程 的 分 贫 行 为 不 变 ， 


4.6.1 Liapunov-Schmidt 约 北 的 基本 步骤 


设 X,Y 为 Banach 空间 ,考虑 由 C' C81) ABE 下 :XxR">Y 给 出 的 方程 
Flu,p)= 0, u EX, ER”, (4.6.1) 
AB p= uius pj) 是 参数 . 设 F(0,0)=0,4 -D,F(0,0) € &( X, Y), EZH 
AMA), ERA CA). XE 以 让) 的 维 数 有 限 旦 大 于 零 , 即 零 是 有 界线 性 算 子 A 的 有 限 重 特征 
fü. 
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在 许多 实际 问题 中 A)CX 和 8CA)C Y 均 存 在 闭 的 补 子 空间 , 即 有 闭 子 空间 X, C X 
MYC Y, tE | 
X= MA) Xy, Y= Y,O9( A). (4.6.2) 
和 转 别 , 当 非 线性 算 子 F 的 下 一 偏 导 算 子 A 为 Fredholm 算 子 时 ， 上 述 论断 是 成 立 的 . 
注 有 界线 性 算 子 AC OCX , Y MEO Fredholm 的 ,是 指 它 的 零 空 间 的 维 数 dim .MA ) RI 
值 域 的 余 维 数 codim RCA) = dim (Y /&CA ) EHRCS BR], 此 时 
i( A)==dim .ACA ) — codim AUA ) 


称 为 4 的 指标 . 
定义 投影 算 子 
P: YAA) (4.6.3a) 
和 补 投影 算 子 | 
I- P: Y-—Y,, (4.6.3b) 


其 中 了 为 恒 等 算 子 . 对 于 a C€ X, E u =u tx HP ¿€ XA), € Xo, 方 程 (4.6.1) 等 价 于 
下 列 方程 组 
PF(v,tw,nu)-0, (4.6.42) 
(I- P)F(v-* w,gu)-0, (4.6.4b) 
jd Pilv, w, g) =PF(v + w, M $:4CA) X X x R"-32(A).By F(0,0) 2051,90(0,0,0) 
=0, 另 外 还 有 
D,0(0,0,0) = PD,F(v + w.a) leag = PD,F(0,0)- PA- A, 
显然 A 限制 在 X 上 时 , 它 是 可 逆 的 ,从 而 导 算 子 D, (0,0,0) TS. HARREM, J E: 
(4.6.4aMECv wu) = (0,0,0) 的 某 个 邻 域 内 存在 唯一 解 wo = W(v, u) WA W(0,0) = 0， 
将 这 个 解 代 和 (4.6.4b) ,可 得 方程 
W(o,a)=(I-—- P)F ot WCo,n),pn)70. (4.6.5) 
其 中 映射 p: MA) X R”—Y,. 由 于 在 (oz)=(0.0) 附 近 , 方 程 (4.6.1) 的 解 和 方程 (4.6.5) 
的 解 之 间 有 一 一 对 应 关系 : 
u—-vtWívw,u) (4.6.6) 
TX WP T y ERIS W jP RR c A Br B . 3547 HEZTR (4.6.5) FORT P3 (4.6.0 02) 27 I. 
把 (0,0) 附 近 方程 (4.6.1) 的 求解 问题 转化 为 低 维 方 程 (4,6.5) 在 (0,0) 附 近 的 求解 问题 的 
上 述 降 维 方 法 称 为 Liapunov-Schmidt 约 化 方法 ,简称 LS 方法 . 
在 应 用 中 ,为 了 讨论 方程 (4.6.5) ,适当 的 选取 Y, 并 在 .MA) 及 Y, 中 适当 选取 坐标 是 很 
重要 的 .下面 设 Y 为 Hilbert 空间 ,并 取 Y, AARE AA, Hil 
Y, 5R A)  2iy€ Y:(y, 2220, V zC (A)I. 
此 外 还 设 
dim MA) — dim RMA) — n. 
例如 ,A ERARI Fredholm 算 子 时 上 式 就 成 立 , HEBUE E 
ACA) 7 span lurus tl, ACA) =span |u , uz ASS 
WY uE AA). - 
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u= Dh, £= z zy, E, ER". 


将 其 代入 分 盆 方 程 ， 并 分 别 与 a; (i= 1, 270, DRAE, 便 得 到 关于 变量 z russi, 的 
n 个 方程 


g(r,u) «ul, F(3 zu, Wong R).g)2 -0,i21, (4.6.7) 


在 上 式 的 推导 中 ， 用 到 了 对 任何 VE Y APE 9C A) A Cuz, Py) — 0 的 结果 . 显然 方程 组 
(4.6.7) 与 方程 (4.6.5) 等 价 , 故 方程 组 (4.6.7) 也 被 称 为 原 方程 (4.6.1) 的 分 岔 方程. 

应 当 指 出 ,虽然 由 LS 方法 得 到 的 分 盆 方 程 的 维 数 较 低 ,但 有 时 实际 上 很 难 求 出 ç 的 显 式 
表达 式 . 因 此 ,通过 分 岔 分 析 去 了 解 分 岔 方程 解 的 定性 性 质 是 主要 的 研究 途径 .下 面 一 章 将 要 
讲述 的 奇异 性 理论 就 是 一 种 常用 的 静态 分 盆 分 析 方 法 . 


4.6.2 frt A ERSTE 

利用 下 一 章 将 介绍 的 奇异 性 理论 来 讨论 分 岔 问题 (4,6.7) 的 分 岔 行为 时 ,需要 计算 分 贫 问 
题 函数 g 的 一 些 导数 ,但 这 里 无 需 知道 g 的 显 式 表达 式 ,就 可 利用 原 映射 F 的 导数 进行 计 
算 .具体 的 结果 如 下 . 

引 人 王 在 (aa) 处 的 天 ARD 


DFG jo b he t | so (4.6.8) 


它 是 关于 个 变量 5,5，,… o € X 的 对 称 k 线性 函数 ,再 记 F, = E 


下 面 给 出 gi 的 一 些 导数 公式 ,其 中 g 的 导数 都 是 在 Cx， D-a, 0) 处 取 的 ， F 的 导数 都 
是 在 (xz p) = (0,0)? 处 取 的 . 
(1)8g;/àx, 20; 
(2)9 g: [drar = (u? DE FCu, 24) 5 
(3)9' g,/GrOx,8x, = (u? , V) 
其 中 
V=D Fli stystu) D F(uj, A ! PD FCu, ye)) ` 
-D F(u ,A"'PD'F(u u,)) -D'F(u, A ! PD F(u, .u;)), 
AT ACA) =X 3 A ly MERT 
(4)8g, /9 = (n1 Fp); 
(528 g/d = (u? ,DF, *u, -D'F(uj, APF, )). 
Ex£2 xS BT HEB ORE BI EE Sh CAS PL [20] ,根据 需要 还 可 推 得 更 多 的 公式 ， 
TE dim (A) = codim R (A) = 1 的 情形 ,上 述 公 式 成 为 如 下 较 简单 的 形式 ; 
(12g, 70; 
Qg, = Xu DP F(u,, u) >; 
(32g, = < uy DD Fu uru) -3IYF(Qu,A PD F0u,,u ))2>; 
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(4)g, = <u’ F, >; 
(32g,, = < ur „DF, u D F(u, A PF, )>. 


在 计算 上 述 导 数 时 ,主要 的 困难 是 求 逆 算 子 4 . 但 有 下 面 两 种 情形 可 以 避免 或 减轻 这 
THE: 


其 一 ,当下 是 zx 的 奇 函 数 时 ,这 时 ,在 (u,p)= (0,p) 处 有 下 20,D F-0, A24) 
给 出 
9! g, /àx, Ox, =0, 9g, / 0p, =0, 
式 (3) 和 (5) 分 别 给 出 
9? g; /azi3aziar = (u? QPD'FOS uu), 
a gi /dr = Qu? (DF, )*u,). 
其 二 , 当 对 一 切 py 有 F(0,p)=0 时 ,这 时 ,在 (w,p) =(0,y) 处 有 F, =0, 因 此 式 (4) 和 
(5) 分 别 给 出 | 
8g, /Bu 70, 
?gi /oz = (u? (DF, )*uj). 
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第 5 章 奇异 性 理论 及 应 用 


在 动力 系统 的 分 使 问题 中 经 常会 遇 到 平衡 态 多 重 解 和 周期 解 的 Hopf 分 贫 等 现象 ,奇异 性 
理论 方法 为 研究 这 类 问题 提供 了 有 力 的 工具 . 本 章 着 重 介绍 单 变 量 分 分 的 奇异 性 理论 及 其 应 
用 ,从 中 可 对 奇异 性 理论 方法 的 特点 获得 总 体 的 了 解 . 


5.1 奇异 性 及 识别 问题 


5.1.1 静态 分 岔 的 概念 


考虑 静态 方程 | 
glz, à)=0, z€ UC X, A€JCR", (5.1.1) 
其 中 映射 g: U x J— Y, X,Y Æ Banach 空间 ,4 是 参数 . (roA E Ux J 是 方程 (5.,1.1) 
的 解 , 即 exo, AQ) 70. TERI ABA TE IR REP ELDER TE Cg LAS) ERE, ZEE (5.1.1) 8548 
的 数目 和 稳定 性 随 参 数 a 变化 的 情况 . 以 下 简称 (5,1,1) 为 “分 岔 问题 glr, A)” EE" AE AE a] EN 
g 等 等 
取 (xro ,0) 的 某 个 足 通 小 的 令 域 QCUXJ. 记 nn(4) 为 当 4 固定 时 (5.1.1) 在 2 内 的 解 
的 数目 .如 果 当 1 变化 经 过 ) 时 ,mn(4) 发 生 突 然 变化 , 则 称 g 在 (zo,ao) 处 出 现 静 态 分 贫 ， 
(x9,A9)39 gx , A) BIG A AAA LAS 为 g(x 4) 的 静态 分 盆 值 .概括 地 说 ,静态 分 岔 研究 方程 
(5.1.1) 的 多 重 解 问题 . 
定理 $.1.1( 静 态 分 从 的 必要 条 忻 ) Wiro DME gleo 70, Bx glz 的 静态 
4r A , 导 算 子 工 =D.gfzo A ERIH Fredholm BF, W L 8958 3s e] .ML ) 的 维 数 大 于 
0, 即 工 有 零 特 征 值 , 
证 明 用 反 证 法 .车 不 然 , 则 dimA(L) = 0. 由 Fredholm ATHER HT L 是 可 逆 的 . 
由 际 孙 数 定 理 知 ,在 AS 的 某 邻 域内 存在 瞧 一 的 映射 + = rl), BB lA) = zo Bg), 
=0. 这 表明 方程 (5.1,1) 的 解 的 数目 在 A, 附近 保持 不 变 , 与 {xo ,hh0) 是 g(x 1 058625 42 
点 的 假设 矛盾 .证 毕 ， 
定理 5.1,1 给 出 的 只 是 静态 分 岔 的 必要 条 件 , 它 并 不 充分 .如 方程 _ 
g(x,A)mz'-A-O0,xCR,ACR, 
显然 有 
g(0,0)=0,D.g(0,0)=3z2|, a = 0, 
但 对 任 一 一 实数 ER, 方 程 都 存在 唯一 实数 解 
r= =A}, 
因此 (0,0) 不 是 g 的 静态 分 盆 点 . 
TURAE (x4, A DRE gx, Ao) 20, H D,g (24, A92 8 2E ss [8] I 83k K T 0, 则 称 
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(rodo) H g 的 一 个 奇异 点 . 定理 5.1.1 表 明 , 若 (zo,ho) 是 g 的 静态 分 贫 点 , 则 它 必 为 g 的 
奇 轩 点 ,反之 不 然 ， 

在 静态 分 倪 研 究 中 ,我 们 首先 求 出 g(xz ,4) 的 奇异 点 ,在 该 点 处 可 能 出 现 静 态 分 倪 , 然 后 
再 分 析 g(x ,1) 在 奇异 点 附近 的 形态 以 判断 在 该 奇异 点 处 是 否 确 实 出 现 静 态 分 贫 ,并 进一步 
研究 分 贫 的 性 质 和 类 型 . 

奇异 性 理论 是 研究 可 微 映射 在 奇异 点 附近 的 性 态 及 其 分 类 的 数学 理论 , 主要 包括 三 方面 
的 内 容 : 识 别 问题 , 开 折 问题 和 分 类 问题 ， 


5.1.2 限制 切 空间 


奇异 性 理论 研究 映射 的 局 部 性 质 , 即 有 关 结 论 仅 在 奇 点 的 某 个 小 邻 域 上 成 立 .“ 芽 "的 概念 
刻画 映射 的 局 部 性 质 ,是 青 异性 理论 的 主 琶 研究 对 象 . 

不 失 一 般 性 ,总 取 奇 异 点 为 原点 .否则 可 通过 坐标 变换 去 实现 . 

EX 5.1.1 W(0,00 € U, x V, CRXR,iz1,2,g, :U, x V, >R ENT C^ 函数 .如 果 存 
在 原点 的 某 个 邻 域 UX VCCU X V, ,使得 gilr, Alus m gsx AD usv MHE g Cx AI 
gir. AMBAS AE]. SR ER ERE [E] E — STE OR LE RES EAR RF 898 — E E IS — TPE. 
所 有 这 样 的 芽 组 成 的 线性 空间 称 为 芽 空间 , 记 为 &,，. 

es, 在 通常 的 加 法 和 乘法 下 构成 一 个 交换 环 ( 参 见 1.4). 

对 任意 个 自 变 量 的 函数 或 映射 , 均 可 类 似 地 建立 芽 和 芽 空 间 的 概念 ， 

为 简便 让 ,下 面 的 讨论 仅 对 单 变量 静态 分 例 问 题 进行 .我 们 首先 给 出 强 等 价 的 概念 ,并 由 
此 引入 限制 切 空间 ,然后 介绍 与 限制 切 空间 等 有 关 的 计算 ,最 后 讨论 等 价 的 判定 问题 . 

定义 5.1.2 称 分 岔 问题 g,h€s,,, 是 强 等 价 的 , 记 作 gah, BE X, SEE ,使 得 

h(x,ÀA)—- SCÉz,A)g( X(tr,A),A) (5.1.2) 
其 中 5(0,0020,X(0,0) 20m X, (0,0) 70. 

BixxC5.1.2) BEAD, 24 g —h 时 ,在 原点 的 足够 小 的 邻 域内 有 9250, SEXE PR g(x ,4) 和 
hr) 之 间 可 通过 局 部 微分 同 胚 (X{tz ,14),A) 相 互 变换 ,于 是 z 与 在 原点 附近 有 相同 的 分 
AAE. BHAR, H gih 时 ,有 下 列 结果 ( 见 图 5.1.1.); 

(1) 若 (0,0) 是 z 的 一 个 奇异 点 , 则 (0,0) 也 是 的 一 个 奇异 点 ; 

(2) 方 程 gCx,A) 20 l A (1,2) 50 在 (0,0) 附 近 解 的 数目 有 对 应 关系 n (A)= n, (AY; 

(3); t * g(x,A) 200 t - hx, A) & OSEE IS PLEXUS RIPE SEE FEE E X, 0, 
S>0 保 证 ), 因 此 对 应 的 平衡 解 有 相同 的 稳定 性 ，， 

设 g€ se, 奇异 性 理论 的 基本 问题 之 一 就 是 : 当 p Ee, ,满足 怎样 的 条 件 时 , 才能 对 一 蕊 
绝对 值 充分 小 的 实数 :( 称 为 小 量 1) 有 | 

gg tb, 
这 里 p 或 tp 可 称 为 对 g 的 一 个 摄 动 .我 们 首先 设 摄 动 pC e, ,满足 上 述 要 求 , 即 对 于 所 有 小 量 
t+ ,存在 函数 Siz, A, DE XC A, t BES 

glr, à) * tp(z,A) - SCx ,.A, DO gCXGE A DLA), (5.1.3) 
这 里 

X(0,0,:)—0. (5.1.4) 
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L-E 2 0 À 
Pus x 
° | —. 
+EH 
" à 


B] 5.1.1 


进一步 假定 政和 S 是 xz ,4 ,zt 的 光滑 函数 , 且 在 1 =0 处 还 有 
SCr,A,0)81, X( x, A,0) x. 
在 式 (5.1.3) 中 ,关于 + 在 :=0 处 求 导 , 并 利用 式 (5.1.5) 可 得 
BGx,A)— SCx,A,0g(x,A) t g(x, AIKCr,A,0), 
注意 X(0,0,0) 20. 
EAEE F rr PE PA 0S TCI eR, BI TI itay. 
定义 5.1.3 Fg 的 限制 切 空间 是 全 体 具有 下 列 形式 ; 
bB(x.à)-a(x,Ag(x,A)*tb(r.Ag,(x,A) ` 
的 芽 p ARAOR, EH RT(g).3EHL a b C e, ,, H 5(0,0) 20. 


(5.1.5) 


由 上 面 推 导 不 难看 出 , pE RT(g) 是 g + tp(t 为 小 量 ) 强 等 价 于 g 的 必要 条 件 , 但 不 是 充 


分 条 件 .不 过 我 们 能 够 证 明 下 述 定理 ， 
定理 $.1.2 RF g, pEe .如果 
RT(g * tb) - RT(g), V rC[0,1], 
jy 
g t tp7g, Y tC [0,1]. 
不 难 知道 , 式 (5.1.6) 成 立时 , 必 有 p€ RT) ,请 读者 自行 验证 . 


5.1.3 RAFAH 


iie, 为 n T SERERE xz ，… z, 的 C” 冰 数 芽 的 全 体 组成 的 芽 空间 . 
引 理 5.1.1. HEP f€e, 且 /(0)=0, 则 存在 光滑 芽 2 ,a,,…,a, C c, ,使 得 
f(z)= xar) t+ ra, lr), 
这 里 = {x ,rs ER". 
证 明 设 了 定义 在 球 B.(0)CR" 上 .任意 给 定 z€ B (0), 令 
h(s)zf(Gsxr),s€10,1], 


(5.1.6) 


(5.1.7) 
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h (Q) = f(0) =0, 
18. 

f(z)=A(1) - (0) 7 [ 9 (5)ds. 
HARG AROR ER ELI EE D] 28. 

e)s Ein B (sz), 
jd 

a Go) - | SE Goas, 


显然 aiE ee，i=1,2, ,na， 且 了 具有 表达 式 (5.1.77. 证 毕 ， 
引 理 5.1.2 iP gCc.u3F FERTIS) 的 充分 必要 条 件 是 存在 a,b,c Ee ,使 得 
f-ag (xb Àc)g,. (5.1.8) 
证 骨 充分 性 是 显然 的 ,下 面 证 明 必 要 性 . 
设 FE RT(g), 于 是 存在 a ,5Ee,, ,65(0,0)=0, 使 得 
f(x,A)-a(z,AM(x,A) t b(z,A)g, (x,A), 
再 由 5(0,0) 20 X5] 38 5.1.1 X, FE blr, A) elr, à) Ee, 使 得 
bGr,A) T xb(x,A) t Ac(x,À), 
从 而 有 
fra)=alzr, Agile, At tmp lr A) * Ac( 1,2) g(r,A), 
即 式 (5.1.8) 成 立 .证 毕 ， 
设 F€ e, ,我 们 用 7 了 F(z) 表示 了 在 原点 的 上 Br Taylor SWA, Bp 


. Ë 1 d a 
ife) D hae 
这 里 a= (au, a, ) 是 非 负 整数 的 多 重 指标 , 且 


lal a, tag tta. a! — (ai)! (2, )!, 


enn] A 
538 5.1.3 t FEe, 则 对 任何 非 负 整数 不, 存在 系数 a Een, a 是 多 重 指标 且 
la| 2k t1, f818 
f(x)7j fox). >, ĉe (xou. 
证 明 利用 数学 归纳 法 及 引 理 5. 1.1 易 证 ,从 略 . 
对 于 给 定 的 gE ,由 引 理 5.1.2 PEER: RT(g) 是 芽 空间 ei, 中 的 一 个 理想 .事实 
上 ,YY fi, 记 ERT(g), 由 引 理 5.1.2 知 ,存在 a; ,b;, c, C e, 4,1 1,2, 848 
JiS ag t OIER, TCA., ficaig tbixg, tcoiÀE. 
其 而 有 
fr fa = (a, —-aj)gt(h, ~ bz) TE; ut — c Ag, € RT(g), 
BD RT(g) 关 于 加 法 运算 是 e, ,的 子 群 . 
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再 者 , V f€ RT(g), 有 
f-7agtbzrg,tcog,.a.b.cCe,.. 
VC. BAS 
df — Gu)g +t (gb)xg, + (Jc)ag, € RT(g), 
故 RT(4g) 关 于 函数 的 加 法 和 乘法 运算 构成 e. 的 一 个 理想 . 
设 pirt ee, ,不 难 验证 ; 形 如 
ai pi t+ azpa tena, a a € 6,, i71,2, s, Ë 
的 线性 组 合 的 全 体 构 成 e, 的 一 个 理想 ,用 记号 <p,,p，,… ,p> 表示 , 且 称 bibas b JE 
这 个 理想 的 生成 子 , TERNA 
RT(g)7 €g,xg,.Ag, >. (5.1.9) 
一 个 由 有 限 个 芽 生 成 的 理想 ,我 们 说 它 是 有 限 生成 的 ， 如 < Pi bx > "5 s 六 .不 难 举例 说 
BB e, 中 确实 存在 不 是 有 限 生 成 的 理想 ,但 我 们 在 本 书 中 考虑 的 均 是 有 限 生成 理想 ， 


例 5.1.1 证 明 

RT(z tàA)-if€e,,1/(0,0) 7 f, (0,0) 20]. (5.1.10) 
证 明 由 式 15.1.9) 得 

RT(x^*àA)-«zx*A2x^,2zA. | . (5.1.11) 
我 们 首先 证 明 


RT(z +tA)= <z, A>, f (5.1.12) 
id S-«z^,AP.goz-iXHE—RCRT(g) 8 | 
h=a(z 2 +AÀA)+ b(2z2) + c(2Az), asb, cE Eas 
Bp 
h—-(at2b)x! + (a *2xc)AC S, 
从 而 RT(g)C S. 
反 过 来 ,对 任 一 h € S, a. 8€ e, ,使得 
=ar + f. 
4 
a=B,b=(a-B)/2,c=0, 
则 显然 有 
ax’ + M = Ca *2b)z! + (a * 2cx)AC RT(g), a cEe "m 
郎 式 (5.1.12) ,得 证 . 
下 面 证 明 式 (5.1.10). 
记 
-if€e.,|f(0,0) — f, (0,0) 201. 
H fE RT(g), 由 式 (5.1.12) 知 ,存在 a, 8€ c, , ,使 得 
f(r,A)-a(r,A)x! + B(x,A)2, 
于 是 有 
£(0,0) = f, (0,0) 20, 
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B) fEG, 亦 即 RT(g)CG. 反 过 来 , 设 fEG, 即 /(0,0) — £. (0,0) =0, FI Taylor 公式 
(k= 1), TETE d G1 ^p € E... ;使得 
fir A fa(0,0A tag x^ Fay Àr tag A, 
于 是 
flx, àA) aga t(f, (0,0) * aux tap) AC S—- RT(g). 
至 此 式 (5.1.10) 获 证 .证 毕 . 
注 ”由 例 5.1.1 我 们 知道 ,在 特征 化 一 个 芽 的 限制 切 空 间 时 ,下 列 三 个 步 台 具 有 普遍 意 
X; 
(1) 去 掉 多 余 的 生成 子 .如 式 (5.1.11) 中 生成 子 24x 可 由 另外 两 个 生成 子 表示 
2A7 =27{(zx: +A)— rlr}, 
于 是 在 求 上 述 三 个 生成 子 生成 的 理想 时 ,可 以 去 掉 这 个 生成 子 . 
(2) 简 化 生成 子 .例如 ,在 由 式 (5,1.11) 得 到 式 (5.1.12) 时 ,利用 了 
z =Q), A= lta) -A (2a). 
(3) 由 RT(g) 的 生成 子 特征 化 RT(g). 这 里 , 特征 化 RT(g RETRE FC RT(g)fl 
充 要 条 件 ,这 些 条 件 通常 利用 AOR FE 0 处 的 有 限 阶 导数 来 刻画 
下 面 两 个 引 理 在 求 限制 切 空间 RT(g) 时 有 着 基本 作用 . 
, 引 理 5.1.4 P S=<pb.Db bh >, H by Fa b fii taib ai€e il, 
2, k1, W S=<>p,,p, bam. 
证 明 是 简单 的 ,建议 读者 自行 完成 . | 
引 理 5.1.5 i$ Spp. pie PHR, IT 51,2, k E 
2, = dap (5.1.13), 
HF a; Ee, , H3ERE(a  (0)),. , J& BT 30 85 , WU 
SSK g >. 
证 明 我们 需要 证 明 < p, Pas ELGG 2. 
由 式 (5.1.13) 易 见 ,< p prono APDE ga >. FERNER RU tu S 
XB boob >C<X4q q. q >, 
W Alr) = (ale) HBI 5.1.5 条 件 知 detA (0)250 FIR detA(z) 的 连续 性 , 知 存 
在 原点 的 某 个 邻 域 W(0),245 +€ WOA detACz)20, Bl z € W(0)BF,A Cz MERE EE 


AUG) Tr AA (z), B (5.1.14) 
其 中 A" (xz) 是 A{xz) 的 伴随 矩阵 . 易 知 A" CORTESA, MAT A-1(x) 的 元 素 也 都 是 
WRH. 
解 关 于 Popron. pe 的 线性 方程 组 (5.1,13) 得 


Ë 
Pi = Sbg, , 
其 中 ba C E, 是 4…{z) 的 元 素 , 由 此 易 见 
SbubesCZEqgeug». 
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m5/38 5.1.4.3] 38 5.1.5 可 给 出 由 式 (5.1.11) 导 出 式 (5.1.12) 的 简化 证 明 , 事 实 上 ， 
RT(x*+A)=<r tA, 2a, 2A > 
=< x +À, 2"> 
=<, A>. 


5.1.4. FB SERS IEE 
-ifC€s,:f(0) 0l ,"RXEUEB) : M Æe, 中 的 一 个 理想 , 且 由 xz); x2, 生成 , 即 


AT = < XX. Ut, >. (5.1.15) 
S M= M- M, M - M: M? ,--, MÁS M: M, ,由 积 理 想 定 六 可 以 证 明 
M —-«Xzilal-£». . (5.1.16) 
另外 还 可 以 证 明 | 
= [fE e GREY 0) 70, lal Sk - 1. (5.1.17) 


下 面 要 讨论 的 芽 g 的 有 限 确定 性 ,关键 在 于 判定 是 否 存在 整数 BIA MORTO, 
Nakayama 引 理 提供 了 一 个 有 用 且 方 便 的 检验 方法 . 
引 理 5.1.6 设 gEe, 为 一 正 整 数 , 若 
M'CRT(g) + M", 
pi 
M* C RT(g). 
引 理 5.1.6 是 下 面 Nakayama 引 理 在 F = M , G = RT(g) 时 的 特殊 情形 . 
5138 5.1.7(Nakayama 引 理 ) 设 下 ,G 均 为 6, 中 的 理想 , 且 下 = X p, ;办 ，"… b > RA 
限 生 成 的 , 则 FOG 当 且 仅 当 FCG+ M^ F. 
证 明 必要 性 是 显然 的 ,下 面 证 明 充分 性 . 
É FCG+ M: FE, 从 而 有 


Be rapa Ee 12,71 (5.1.18) 
其 中 f CG, a EM, PFE a,(0)=0. 记 A= (aj), IR Ix 1 单位 阵 , 线 性 方程 组 (5.1.18) 
变形 为 
Pi fi 
(I-A) " - fz . (5.1.19) 
\p, f 
E TG 7 A0) = 了 ,从 而 {I 六) 在 原点 的 某 个 邻 域 内 是 可 道 的 ,这 样 得 到 
pl fi : 
Palo- A) ú ， (5.1.20) 


P fi 
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BJ 


b. = Y. 1—]1,2,-,1l, 
这 里 8; 是 (I 一 A)"! 的 元 素 , 结 合 €GG-1,2,-,D8,5€G(i 21,2,-,1), 808 FC 
G .证 毕 . . 
推论 5.1.1 (1) Ë F=<pi pr p> e, 中 的 理想 ,q; EM-F,i=1,2,…,4, 则 
F-&ftq..btgq2. 
(2) EF gC e, WE M* CRT g) W 
gg, 
其 中 jg 是 g 在 原点 处 的 下 阶 Taylor 多 项 式 . 
证 明 (1) 此 时 就 是 要 证 明 
SbobpoUsbh9btg.ubtq.btq, 
Big; € M: FC F 可 知 
<Pbi tqi ba T qs prt q 2C<p ba b >: 
皮 过 来 ,由 b: = (bi tq )- q C <p Tqi bi T gopi tq >+ M:-F,418 
FCXpi tgh Tq." i T q > + M: F. 
再 由 Nakayama 引 理 ( 引 理 5.1.7) 得 
FC&ptqubitecuubtg. 
(2) $ r-;'g - g. W rE ME EVER gg SERE 5.1.2 知 ,只 需 证 明 - 
RT(g)7 RT(g * ir), t€[0,1] . (5.1.21) 
我 们 说 式 (5.1.21) 不 难 由 (1) 中 结论 推 得 .事实 上 ,在 (1) 中 取 
F-RT(g)7 €g,xg,,Àg, 279 bio bo P>, 


及 
qi= ir, ga = x(tr,)iqi 7 Alir), 
显然 有 
q C M -M:M*CM-F,i-1,2,3. 
再 由 (1) 中 结论 得 
F=<p T qi,P t q... bs t q > 
-€gttr,x(g tr), Ag ttr), 
= RT(g + tr). 
故 
RT(g)- RT(g* tr). 
证 毕 . 


定义 5.1.4 对 于 芽 gE e. ,车 存在 整数 使 得 g 与 jg 强 等 价 , 则 称 z 为 有 限 确 定 的 . 

注 推论 5.1.1(2) 给 出 了 判定 芽 g 有 限 确 定 的 充分 条 件 , 我 们 知道 ,对 于 分 岔 问题 gE 
ena ,在 许多 场合 要 考虑 g 的 有 限 次 截断 je ,此 时 判定 g 与 jg 是 否 强 等 价 至 关 重 要 ,实际 上 
这 相当 于 确定 7 'g 在 拓扑 同 胚 意义 下 是 否 保 持 了 g 的 定性 性 质 . 

定义 5.1.5 设 FCe, 是 一 线性 子 空间 , 若 存 在 一 有 限 维 子 空间 V Ce, ,使 得 
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F+ V ==, (5.1.22) 
则 称 F 有 有 限 余 维 ;否则 称 F 具有 无穷 余 维 . 
在 式 (5.1.22) 中 , 背 还 有 F0 V = 10i, 妈 有 直 和 分 解 
FOV-s,, (5.1.23) 
则 此 时 V 的 维 数 是 唯一 确定 的 , 称 dim V A F 的 余 维 数 , 记 为 odim F, T 
codim F= dimV. 
容易 证 明 : 对 任何 正 整 数 6M * 有 有 限 余 维 . 
定理 5.1.3 设 线性 子 空间 FC, 为 一 理想 , 则 下 有 有 限 余 维 的 充 要 条 件 是 存在 整数 上 
IB MC F. 
证 明 充分 性 ; 即 存 在 整数 ,使 得 MCF, TEA 
codim Fsoodim Mf < e. 
必要 性 :此 时 F 有 有 限 余 维 , 记 codim F= 7 一 1. 显然 下 列 包 售 关系 成 立 ; 
FCF+M CF+MCF+M OC. .CF+MCF+M, 
Ms 
Oxzcodim (F + M)scodim (F + M^)s-zceodim (F + M'*')xzcodim F= ¿-—1, ` 
因此 存在 正 整 数 bU ,满足 
codim (F + M°) = odim (F + M**!), 
结合 
F+ MCF+ M, 


` AUR 


F+Mi'=F+M*2, 


M'CEF+M* 
再 由 Nakayama 引 理 得 
MEC F. 
证 毕 . 
ÆN 5.1.6 称 g€ Erà 有 有 限 余 维 , 是 指 RT(g) 在 E; 中 的 余 维 娄 有限. 
由 推论 5.1.1 和 定理 5.1.3 可 得 如 下 定理 . 
定理 5.1.4 # g€ e, NIE W) g 是 有 限 确 定 的 . 


5.1.5 内 瓯 理想 


内 蕴 理 想 是 研究 识别 问题 的 基本 工具 ,我 们 的 讨论 在 芽 空间 e, ,中 进行 .内 昔 理 想 是 指 强 
等 价 变换 下 不 变 的 理想 . 

定义 5.1.7 称 理想 GC e, J& VI AER intrinsic) , J& TED V h € e, , E z€ G, hg W h 
€ G. | 

$15 5.1.1. (12M, A ^ REPIZREEIUH , 

(2)# Gi, G, Ce, ERAR, N G, + G, 和 G, ` G, CERAMAH; 

(3) M^ + Mh «am 2 MS < )" > R RERA. 
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WEBB 留 给 读者 作为 练习 . 

定理 5.1.5 iX GCe,, 是 内 蕴 理 想 , 则 

(DEF g€ GP g 为 多 项 式 或 余 维 有 限 , 刘 RT()CG; 

(2 A" € GI] M' a" >G; 

(3) 若 多 项 式 p(7,A)— Xa, r1A2 EG, WARA a —(o,,2:),a,250 HJ 44 zu 2 € G; 
(DE G 有 有 限 余 维 , p (z, € G, Taylor 展开 式 为 p(x,A) = Za z" À , M 2 750 


时 ,有 ze As € G; 
(5)# G AARRE, W G 可 表示 为 
G= M^ + Mham > teet MCAD, (5.1.24) 
其 中 
Ücm,«m;€-«m,, (5.1.252) 
Ë >Ë, tmi Dk + ma, >0. (5.1.25b) 


证 明 从 路 ,可 参见 [20]. 
定义 5.1.8 在 式 (5,1.25) 成 立 条 件 下 ,我 们 称 单项 式 rh am 地 和 为 的 莉 理想 
(5,1.24) 的 内 草 生 成 子 . 
设 理想 GCe,, 有 有 限 余 维 , 记 G+ 是 e, ,中 不 属于 G 的 单项 式 张 成 的 子 空间 , 易 验 证 
dimG-^ < +œ, H 
E -GtGl. 
特别 地 ,车 G 还 是 内 昔 理 想 , 则 有 
&,76GQ,Gl. (5.1.26) 
设 理想 CCe., 有 有 限 余 维 ,用 Itr G Xm UP G 中 的 最 大 内 药理 起. 我 们 首先 说 明 这 种 
最 大 内 蕴 理 想 的 存在 性 .事实 上 , 巾 定理 5.1.3 HI. FEREN E M* C G GIB 5.1.5(5) 
知 , 仅 存在 有 限 多 个 内 区 理想 F 满足 | 
M'CFCGQGERVEELN WB kko), (5.1.27) 
且 所 有 这 些 内 北 理 想 的 和 还 是 满足 式 (5.1,27) 的 内 蕴 理 想 , 显 然 它 是 含 于 G 内 的 最 大 内 药理 
想 , 同 时 还 知 Ir G 有 有 限 余 维 . 
推论 5.1.2 设 GCe AARRE, WI 
G=(rG)@ V , (5.1.28) 
其 中 yv=G[ (hr G}. | | | 
证 明 BUT V= Gf (Ir G), dX (5.1.26)81 (Ia G)IY V = 10|, 即 式 (5.1.28) 右 端 确 
实 是 直 和 .再 者 ， WE Qüf-ftfAm fi€ Itr G, f; € CItr G) .特别 是 当 rcc 时 ， 
结合 f, €Itr GCG 可 知 f E606, 因此 f, € GO GL = VV, 这 就 证 明了 G= Ier G+ V,i& 
结论 得 证 .证 毕 . 


5.1.6 识别 问题 


我 们 知道 ,对 一 个 芽 gE€ 6,,, 进 行 识别 时 , 需 将 其 Taylor 展 式 中 的 项 划分 为 低 阶 项 .中 阶 
项 .高 阶 项 三 类 . 针对 这 三 类 单项 式 有 三 种 不 同 的 分 析 方法 . 分 别 介绍 如 下 ， 
低 阶 项 ”在 研究 低 阶 项 时 ,我 们 需要 概念 “含有 芽 g 的 最 小 内 蕴 理 想 ”. 不 难 证 明 , 若 
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iG, HE eL, 中 的 一 族 内 葡 理 想 , 册 三 G. ue e, PHARRR, TEUS e Ce. 的 所 有 内 区 
理想 的 交 就 是 包含 g 的 最 小 内 蕴 理 想 . 我们 用 FO) dm AE g 的 最 小 内 蕴 理 想 ， 

ER, Eg h, WISI FRE, Hi zh RIC DNI SBS AR z€ I(h), Af 
KOCHA), [Etfi I(A)CICg). 

定理 5,1.6 VE h € e, FARAH, M 

(2) ICA ERR RA HER P LER ; 

(2) Ka)- MOM CX 2 D'A(0,0) 401 ; (5.1.29) 


(3) 设 g —h MH um A: CCICA) T Bb EE D'g(0,0) 70; 

(4) g >h Du x^ AAA TCR) BS PSTRAERT IH EE Dg (0,0)550. 

证 明 (1) 由 到) 的 定义 知 , 了 天 ) 是 一 内 区 理想 ,只 需 诞 明 I(h) 有 有 限 余 维 . 由 于 
RT(h) 有 有 限 余 维 ,从 而 存在 整数 ,使 M4CRT(F) ,由 推论 5.1.1(2) 知 天 二 名 , 故 有 了 () 
= 了 0 *h) ,这样 可 假设 天 是 一 多 项 式 ， 此 时 由 定理 5.,1.5(1) 知 RT(h)CI(h), 于 是 16) 必 
有 有 限 余 维 . 

(2) 同 (1) ,不 妨 设 h 是 多 项 式 , 这 样式 (5.1.29) 右 端 实际 上 是 有 限 项 ,由 hE 1(h), 再 利 
用 定理 $.1.5(3)、 (2) 知 ， 了 包含 式 (5.1.29) 的 右 端 , 另 一 方面 ,显然 式 (5.1.29) 的 右 端 为 包 
È h HAARE, A 1 有) 的 最 小 性 知 ,Th ) 必 然 包含 于 式 (5.1.29) 的 右 端 ,于 是 结论 (2) 获 
HE. 

(3)( 反 证 ) 设 z^ AS: € (HA) ,但 Drg(0,0) 考 0, 则 由 (2) 知 ,xm4%E I(g)= I(h) ,这 与 
a^ A2 Ce (IO): EB. 

(4) xf AM TCR BRE DEAE UT. LER IE M <) >C) =g), BEOS 

I(g)- Xi M" «4^ »iD'g(0,0)2501, 
于 是 必 有 
D'g(0,0)250. 
证 毕 ， 
例 5.1.2 th — x! -Mr ,由 定理 5.1. 6(2) 得 
I(h)=M - MKÀ», 
此 时 
(OCA) - RII x, A z l, 
这 里 x Ax 是 T(8) 的 内 草 生 成 子 , 结 合 定理 5.1.6(3) 和 (4) 知 ， Path, 则 必 有 :在 (zx ,4)= 
(0,0) 处 ， 
B= Er 817 En 70,8, 770, g,, 77D. (5.1.30) 

式 (5.1.30) 提 供 了 识别 芽 z 与 = x? — Ax 强 等 价 的 一 些 关键 信 息 ,这 些 信息 是 通过 z 在 
原点 处 的 函数 值 和 一 些 低 阶 导数 值 给 出 的 ， 这 也 看 出 本 节 提 供 的 方法 主要 用 于 识别 问题 中 低 
阶 项 的 分 析 . 

注 定理 5.1.6(3)、(4) 给 出 了 判断 g 与 正规 形 疡 强 等 价 的 识别 条 件 .具体 步骤 是 由 定理 
5.1.6(2) 可 求 出 FCR ) FRPR (ICA) ,最 后 利用 定理 5.1.6(3)、 (4) 的 结论 得 出 借助 g 
及 其 低 阶 导数 在 (x ,XA)= (0,0) 处 的 值 来 描述 的 z 与 强 等 价 的 识别 条 件 . 

高 阶 项 ”为 了 识别 高 阶 项 , 引 人 “ 扰 动 集 "概念 . 
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3EX 5.1.9 3$ A€c,, 的 扰动 集 定 多 为 
P(h)-ipC€s,,:RT(gctp)- RT(g), V £€R,g—i. 

由 PA )INAE M SERE 5.1.2 即 得 下 面 的 定理 . 

EE 5.1.7 P pCP(h),g- hl z + p p, V CR. 

$8 5.1.2. W ACe MPE en PHARE. 

证 明 要 证 明 PitP) 是 一 理想 ,我 们 要 证 明 两 点 ;中 若 Hs p; € PCR, H B7 p, E 
P(h),F38 nik oci E d AR yr M P) AmE t DEP), Een M fp € 
PR). ^r SUEBRAD F. 

(D p, , p; € PO, g ^h. B p € PR), 有 

g=g+itp gh, VICR, 
再 由 HEP) AYER, fü 
RT(g + sp) - RT(g), 
取 5= -上 ,有 
RT(g * (y - 5)) - RT(g + tpi), è 
再 利用 p, € PCA),18 
RT(g * tpi) - RT(g), 
故 
RT(g t t(5y- 5;))) - RT(g), VtCR, 
于 是 
pi— eE PA). 
(2) 设 p € PCA), F€ e, ;应 用 Taylor ARTF f 18 
f(x,A)-s-k(x,A).. 
这 里 := /(0,0) B &(0,0) —0. 应 用 上 看 (1 证 明 的 结论 ， 要 证 明 fp€ P(h), RAREN 
spec P(h),kpC P(A) 
即 可 .我 们 分 别 来 证 明 . 
OVER, A pe€P(RA)R 
RT(g t t(sp)) - RT(g t (15)p) - RT(g). 
再 由 P BEE 
sp€ P(h). 
《这 由 pe P(A), g —h , 18 
RT(g-* p) - RT(g), 
这 样 RT(g + 户 ) 的 三 个 生成 子 属于 RT(g), 由 此 易 知 
P zp, àp, CS RT(g), 
IH £C M ,不 难 证 得 
kp, x(kp),. A(kp), C M- RT(g). 
ViCR,H?fib 5.1.1018 
RT(g * thp) - € g t tkp, xg, * tx(kp),.Ag, tAth > f 
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—Xgxm..Ag— — RTE), 
A 
kp € P(h). 
HEHE. 
我 们 还 可 以 证 明 如 下 结论 . 
定理 5.1.8 iA Cc, ,有 有 限 余 维 , 则 POYA 6, ,中 有 有 限 余 维 的 内 药理 想 , 且 
Itri M: RT(A)ICP(AICIETRGAY. 
EE 5.1.9. UE A € e, AARRE, 
P(h)-Itr Q(A), 
其 中 
QR) 9 € xh, AM æ h, ,Ah, > = MRT(h) + (Ah... 
定理 5.1.8 和 定理 5.1.9 的 证 明 可 参见 [201, 这 里 从 略 . 
注 定理 5.1.9 给 出 了 计算 扰动 集 的 方法 ,从 而 可 确定 哪些 高 阶 项 不 出 现在 识别 条 件 中 . 
例 5.1.3 对 于 芽 A = ar? 一 zx 不 难 求 得 
RT(h)-RT(x!-Ax)- M+ M<A>, 
注意 到 AA, —32z?A — A? MIR 
Q(x!-Ax)- M'+ Mà A2 4 « M». 
显然 Qc -Xr) 是 内 北 的 ,由 定理 5.1.9 得 | 
Pir-i e M'+ M AD> + <A2 D>. (5.1.31) 
34i Dor (5.1.31) 55 X AC P 651. 如 考虑 单项 式 r EPC 一 Az), 由 定理 5.1.7 知 ， 


3 Sir F+ tz 一 Xx(Y1ER). 通 过 变化 + ,我 们 可 使 (党 ) /C0,0) 取 任何 值 ， 


换 名 话说 ,5 2 A(0,0) 取 何 值 并 不 影响 了 强 等 价 于 z — Ax, FES) 了 (0,0) 不 会 出 现在 判 


定 xn 5s — Ax 强 等 价 的 识别 条 件 中 .类 似 地 ,对 于 M'cA»Hea > 中 的 单项 式 , 相 应 
的 高 阶 导数 也 不 会 出 现在 识别 条 件 中 . | 
中 阶 项 ”中 阶 项 不 像 前 面 讲述 的 低 阶 项 .高 阶 项 那样 清楚 ,这 方面 的 描述 需要 Lie 群 的 系 
统 知识 ,我们 仅 以 一 个 例子 说 明 对 中 阶 项 的 分 析 . 事实 上 ,这 方面 的 分 析 主 要 是 建立 识别 条 件 | 
中 的 一 些 不 等 式 (包含 一 些 项 的 符号 ) , 当然 在 一 些 复杂 的 识别 问题 中 也 可 包含 一 个 或 多 个 等 
X. 
W 5.1.4 iÈ g— — Ax.HpX5.1.30).(5.1.31)8 
glr ÀA) ax) + bir + p(x,À), 
这 里 2550, 5750 H p€ P(z? — Az). HEH 5.1.6 M, g >r- Ar 的 充分 必要 条 件 为 
gir,A)-az!ctbàr | (5.1.32) 
强 等 价 于 xz Az. 通过 标 度 变换 ,我 们 可 将 g EA er + SA HUP e =sgna,6=sgn box. 
sgn 表示 符号 函数 ， 
| t, z>0, 
sgn r-c* 0, rc, 


—1], zÙ. 
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特别 有 
re 
考虑 到 强 等 价 变换 中 对 S,X 的 限制 :5(0,0) 20, X. (0,0) 20. 对 式 (5.1.2) 施 行 强 等 价 变 
- 撞 不 可 能 改变 两 个 系数 的 符号 ,因此 eo — Az SHN a >00, b <0, BE, A) — (0,0)4F, 
Ba >D, gu <0. 
EA 5.1.4 中 ,中 阶 项 的 分 析 主 要 是 确定 g ,gu 的 符号 ， 
5.1.7 识 旭 问题 的 几 个 例子 


给 出 几 种 基本 识别 问题 的 解 ,其 中 e ,8= tl. 
例 5.1.5 XF k22, # z€ e, VARSEHET h = ert 6A 当 且 仅 当 在 x =4=0 处 


&-1 
g-aE---- (2) g -0, (5.1.3323) 
k 

e= )s. ô= sn( S£ ). (5.1.33b) 
ER 我们 依照 5.1.6 的 分 析 步 又 给 出 证 明 . iG h = er + 人 ,由 定理 5.1.6 (2) 得 

I(h)=M +<A>. f (5.1.34) 
先 证 必要 性 . 设 g 一 h ,由 定理 5.1.6(3)、(4) 知 , (5.1.33 a) 成 立 , 且 有 

g(x,A)- ax* * bÀA + p(,A), (5.1.35) 


其 中 a0,b0, BH 
pe M+ M<à.>. 
xE 
RT(h)EM*'* «A», 
故 由 定理 5.1.9 得 
f P(h)-M'"-M«A», 
于 是 p€ PCA) ,这 样 就 有 
g —g==axt + bÀ Ah, 
S 5.1.4 中 的 标 度 变换 分 析 ， 此 时 必 有 & 5e,6 58 同 号 , 即 式 (5.1.33 b E. 
再 证 充分 性 . 设 式 (5.1.33a)、(5.1.33b) 成 立 , 则 g 可 表示 为 式 (5.1.35), 再 利用 式 
(5.1.33b) 及 标 度 变换 可 证 az + bA —h A gh WE. 
9815.1.6 JF RSI, F geen BIFA Ser + ir 当 且 仅 当 在 x=X=0 处 ， 


k~i 
g-SE- -- (2) g=% = =0, (5.1,36a) 
SC EAT "m (5.1.36b) 
证 明 由 定理 5.1.6(2) 得 
I(h) 2M T Mà». | (5.1.37) 
必要 性 : 设 g 一 ,由 定理 5.1.6(3)、(4) 知 , 式 (5.1,36a) 成 立 , 晶 有 
g(x, A) ax! + bàz * plr,aA), (5.1.38) 


其 中 az0,5>0, B. 
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pCM + MI<A> 1 < AD>, 
由 定理 5.1.9 可 计算 出 
P= M+ MAA>+<A >, 
于 是 pEP(h) ,因此 
g^g-ar' + bz h, 
通过 标 度 变 换 分 析 便 知 式 ($.1.365b)? 成 立 . 
充分 性 :论证 过 程 类 侯 虐 例 , 此 处 从 覆 , 证 毕 . 
例 5.1,7 g€ e, WU A = (z2 + ADHAR E z= À =0 Ah, 
£= g, = g =Ü, (5.1.39a) 
€7sgng,, Ó =sgn det dg, . (5.1.39b) 


Jb d'g 是 g 的 二 阶 导数 的 Hesse EF: d'g = = ga | 


Bi ^ Bu l 
证 阴 此 时 I(A)—- M°. 
必要 性 : 设 gh, 由 定理 5.1.6(3)、{4) 知 , 式 (5.1.39a) 成 立 , 且 有 
g(z,))=am + p(z,À), (5.1.40) 
HF a0, pEM?+M<A>. 由 于 此 时 P(h)= MP ,所 以 在 强 等 价 意义 下 式 (5. 1.404834 I8 
余 项 不 可 能 全 部 去 掉 , 记 
g(x A) =ar? + bÀx + cA! + ple, A), | (5.1.41) 
HEF $ € M° ,就 有 
g(r ,A)-g==ax2 + hÀz + cÀ? —h, 
考虑 到 强 等 价 变换 不 能 改变 sen g。 及 sgn det dg , 便 知 必 有 式 (5.1.39b) 成 立 . 
充分 性 : 设 式 (5.1.39aj、(5.1.39b) 成 立 , 则 5 可 写成 式 (5.1. 条 ) 的 形式 ,从 而 也 有 
g(x,A) g=ar + bÀx + ea, b? hac, 
再 由 
g^ *g[ »- aa] sar a f P), 
EH g 一 & .证 毕 . 
例 5.1.8 gEe,; 强 等 价 于 ex? 517,24 ELCHE z= À =0 HE 
g= g= BF ge = ga =Ü, e =sgn g,,,Ó — sem gy. 
证 明 由 
I(k) M «M» 
E 
P(h)2-M'*M*«A», 
可 用 类 似 上 面 的 论证 得 出 结论 .证 毕 ， 
为 了 便于 应 用 , 表 5.1.1 总 结 了 几 类 有 代表 性 的 多 项 式 函 数 上 zu) 的 识别 条 件 , 这 些 简 
单 函 数 Cc 1) 称 为 GS(Golubitsky-Schaeffer) 范 式 (或 正规 形式 )， 
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表 5.1.1 一 些 GS 范 式 的 识别 条 性 (s,6= +1) 
在 二 4 一 0 处 的 识别 条 件 


g=g = gat =0 


c7 sgn( Pg /ar ), e= gn 总 


g=g m= 1g jat =g =0 


e — sgn( fg; x^ 3,8 = sgn ga 


£-g,-gi- 
E = sgng,, , Ó = sgn det d^ g 
ET7g,7g =det Pg =0 


E= SEN gn :全 一 sm Eu 
E= g, = pA = det dg = gas = Ü 


€ = Sg Err 人 一 sn q * 
gg, g = ga Ea = Ü 


É = SER. Frmr + Š — SER. Eu, 


"E q^ g... ga 3E V 是 Hesse $B Ë d° g 对 应 于 零 特征 值 的 特征 向 量 ， 


g, 表示 g Wr n] o 的 方向 导数 . 

对 于 实际 问题 给 出 的 方程 g(x ,4)=0, 只 要 g 满足 上 表 中 某 个 范式 站 的 识别 条 件 ,就 可 
以 由 范式 h 得 知 g 的 静态 分 岔 性 态 . 

许多 高 维 以 至 无 穷 维 静态 分 岔 问题 可 以 通过 LS 约 化 方法 化 为 单 变量 静态 分 岔 问题 . 不 
过 ,一 般 难以 得 到 约 化 函数 g 的 显 式 表示 ,尽管 如 此 ,由 LS 约 化 过 程 知 道 ,此 时 我 们 仿 可 直接 

利用 原来 函数 的 导数 去 计算 约 化 函数 的 各 阶 导数 ， 因此 奇异 性 理论 特别 适合 于 与 LS 方法 结 

合 去 研究 静态 分 贫 问 题 . 

还 要 指出 ,本章 关于 识别 条 件 的 讨论 ,是 对 已 知 的 GS 范式 进行 的 , 在 实际 应 用 中 如 何如 
找 合 适 的 GS 范式 ,通常 是 一 个 十 分 复杂 的 问题 . 


5.2 普 适 开 折 理论 


我 们 知道 ,方程 往往 是 对 真实 的 物理 、 化 学 等 现象 做 一 定 简化 后 得 到 的 理想 的 数学 模型 ， 
嘉实 状态 与 理论 状态 之 问 有 一 定 差别 ,我 们 可 以 把 真实 状态 看 作 理想 状态 的 扰动 ,并 研究 这 种 
拢 动 对 方程 的 分 岔 性 态 的 影响 .我们 通过 引进 附加 参数 , 即 所 谓 “ 开 折 ”(unfolding) 的 方法 ,去 
考虑 下 能 出 现 的 扰动 . 普 适 开 折 理 论 主要 研究 分 岔 问题 的 扰动 .持久 性 结构 和 分 类 等 问题 . 


5.2.1 HBJHELA MIS iB] 


我 们 知道 ,普通 开 折 理论 是 建立 在 苯 的 等 价 意 义 上 的 ,等 价 是 比 强 等 价 更 广泛 的 概念 . 
定义 5.2.1 KF fog Een EEN OON. £— g AEE CO JBE: (n A0 (X (mA), 


- [t5], 


Ar Bu 
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ACA 及 S(x,1)€ c, ;使 得 
glr, A= SCx .AMUXCE A) ACAD), (5.2.1) 
其 中 
S(0,0)2>0, X(0.0)=0, A(0)=0 ,X,(0,0)2>0, A (0)2>0. 
特别 , 当 AC =a 时 ,等 价 就 是 强 等 价 ， 
EX 5.2.2 对 芽 gla, A )E 8,， ,如 果 存 在 芽 GC A a)€ e, iv 其 中 
a= lango a )€ R'(CEZ20), 
使 得 
G(x,A,0)— g(r,À), (5.2.2) 
则 称 G 是 g 的 一 个 上 一 参数 开 折 ,a 称 为 开 折 参数， 
特别 地 ,sg 的 0- 参数 开 折 就 是 Z 本 身 , 由 于 
Glz, a= g(x,A) *[G(x,A,a) - G(x,A,0)]. | 
所 以 我 们 可 将 Gir, A WA gr, 2088 — T Dos xx T CS 53 HERES o ,a,,… ,a 
有 关 . | | 

显然 g 的 开 折 有 无 穷 洛 个 .下 面 讨论 它们 之 间 的 关系 . 

定义 5,2.3 YE G( x, Aa) (a € RÉ, Hl, A DER EF g Ge, A)BSBIT TET, 31 E. 
FE S, X Een AC€e OEC REI A: (ROS (RI 0) C 这 里 记号 {R ;0) 表 示 R 中 原点 
O ff) — T 533) , 使 得 
H(x.A,B)  S(x,A,B)G(X(CX A, AD) AC), | (5.2.3) 
其 中 | | 

SCx,A,0)1, X(z, A,00z,A(A,0)4,A(0) 20, 
则 称 H ET H G 代理 . B 

式 (5.2.3) 表 明 ,对 开 析 H 的 每 个 元 素 ( p ,都 可 找到 开 折 G 的 基 个 元 素 如 ( 7, 
A(pB)) 与 它 等 价 , 即 在 等 价 意义 下 , 开 折 G 包含 了 由 开 折 HH 给 出 的 一 切 扰 动 . 

定义 5.2.4 B gE: G 是 g 的 某 个 开 折 ,车 g 的 任何 开 折 都 可 由 G 代理 , 则 称 G 是 
g 的 一 个 通用 (versal) 开 折 . 所 含 参数 数目 最 少 的 通用 开 折 称 为 普 适 (universal) 开 折 , 其 开 折 参 
数 个 数 称 为 g 的 余 维 数 , 记 作 codim g .# g RANERI., MAE z 的 余 维 数 为 无 穷 大 . 

由 定义 知 ,g 的 普 适 开 折 G 在 等 价 意 闵 下 ,包含 了 g 的 所 有 扰动 诸 数 , 且 G 含有 最 少数 
目的 开 折 和 参数. 因此 ,在 研究 g&=0 受 扰 后 可 能 出 现 的 各 种 分 岔 行为 时 , 普 适 开 折 将 起 着 十 分 
重要 的 作用 . 

设 gEs n Gr, A A g 的 普 适 开 折 . Y ge,, ,考虑 g 的 单 参数 开 折 


| H(x,À.e)—7g(x,A) * eq( xz, A), | (5.2.4) 
.由 于 局 为 普 适 开 折 , 故 瑟 可 由 G 代理, 从 而 有 


Hix, A e= Sr, à e GX z, A DAA, ED ACE), (5.2.5) 
其 中 | . 
S(xr,A1,0)-51,X(r,A,0) — z,AGA.0)= A,A(0) 70. 
在 式 (5.2.5) 中 关于 < 求 导 ,并 令 e=0 得 


glaa) = S ESQ A eg XGA Qu 8] + 3A ()96 67:3: 
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=S(r,A ,0g(r A) tg, Cr AJK(E A.U) +t g(r A)À (A,0) 
+ SA (986720 (5.2.6) 


定义 5,2.5 W gCc.. g 的 切 空 间 记 为 T(g), 定 义 为 
T(g)= lag + bg, * cg, :a. b e, ,c& el. 

注 显然 切 空 间 是 线性 空间 ,但 一 般 不 是 es. :中 的 理想 . 

下 面 我 们 推导 G 是 g 的 普 适 开 扩 的 必要 条 件 . 

上 面 已 证 明 : 当 G 为 g 的 普 适 开 折 时 ,YgEe ,9 一定 可 以 表示 为 式 (5.2.6) 的 形式 , 即 
€ T(g) *R | i ,0) 8G(z,à ,EA ,0) | 


9a; 
这 就 是 说 ,G 是 g 的 普 适 开 折 时 , 必 有 
era 7 T(g) +tRI ,0 . (5.2.7) 


式 (5.2.7) 不 仅 是 普 适 开 折 的 必要 条 和 件 ,而 且 还 是 通用 性 的 充分 条 件 . 
定理 5.2.1 geen. G 是 g 的 一 个 上 一 参数 开 折 , 则 G 是 g 的 通用 开 折 当 且 仪 当 


s = T(g) +R | Ee, 91 (5.2.8) 


ea, 

充分 性 证 明 参 见 [20], 这 里 从 略 . 

由 定义 5.2,4 知 , 芽 gg 的 通用 开 折 G 所 含 参 数 个 数 最 小 时 就 是 g 的 普 适 开 折 ,显然 在 g 
的 通用 开 折 中 这 个 最 小 个 数 就 是 使 式 (5.2.8) 成 立 的 最 小 数 放 . 易 见 使 式 (5.2,8) 成 立 的 最 小 
数 上 就 是 codim Tig). 

推论 5.2.1 ff e 的 通用 开 折 GG Rs WEARI, q B 235 G 所 含 参数 的 个 数 等 于 
codim T(g). 

推论 5.2.2 设 GEsis 是 gEe,, 的 kk 一 参数 开 折 , 则 G 是 普 适 开 折 当 且 仅 当 


I i (5.2.9) 
推论 5.2.3 RE gC =. ARAME, EAE k TF bi r b E ena E1 
€,,7 T(ég)O Rlpi, s bil, (5.2.10) 
则 | 
G.A a) m g (r3) + Sa Gr) | (5.2.11) 


A g 的 一 个 普 适 开 折 . 
推论 5.2.4 芽 gE€Ee,,, 有 有 限 余 维 当 且 仅 当 本 (g) 有 有 限 余 维 , 且 | 
codim g = codim Tlg). (5.2.12) 


5.2.2 普 适 开 折 的 计算 


由 5.2.1 的 讨论 知道 ,为 了 求 芽 g € ex 的 普 适 开 折 ,我 们 需求 出 切 空间 T(tg) 及 T(g) 在 
ez; 中 的 补 空间 的 一 组 基 . 由 于 T(g) 一 般 不 是 理想 ,致使 那里 使 用 的 一 些 代数 理论 在 这 里 不 
能 使 用 ,尤其 是 利用 单项 式 来 构造 补 空间 的 一 组 基 这 个 关键 技巧 不 能 直接 应 用 ,我 们 这 里 使 用 
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-~ 些 修正 技巧 来 完成 普 适 开 折 的 构造 . 
引 理 $.,2.1 RT(g}) 有 有 限 余 维 , 当 且 仅 当 TEARRE. 
证 明 从 略 , 参 见 [20]. 
定理 5.2.2 设 gE€e,, 有 有 限 余 维 , 则 存在 120, ii 
T(g) - RT(g)D Rig,,g Ag. A l. 
证 明 REE TI(g) 中 元 素 可 写 为 


a(r,A)g tlx, Ajg, telg. | (5.2.13) 
4 (0,0) 20, c(A)220 时, 式 (5,2.13) 纵 出 的 芽 属 于 RT(g), 于 是 得 | 
T(g)- RT(g) t Rig,i * elg, (5.2.14) 


其 中 e, (类 似 于 定义 5.1.1) 定 义 为 原点 邻近 4 B) C" 函数 的 芽 空 间 .由 上 节 推 论 5.2.4 及 引 理 
5.2.1 知 ,RT(tg) 有 有 限 余 维 ,于 是 对 充分 大 的 VAERT) ERI g € RT(g). 由 于 
RT(g) 是 一 理想 ,因此 存在 唯一 整数 1290 使 得 | 
Ag, € RT(g),H. A! g, € RT(g). m (5.2.15) 
由 式 (5.2.14)、(5.2.15) 妓 见 定理 结论 成 立 .证 毕 . 
GO 在 求 得 限制 切 空间 RT(g) 后 ,定理 5.2.2 给 出 了 计算 切 空间 韵 方法. 
E gE e,, 有 有 限 余 维 ,我 们 能 够 证 明 含 于 TO PARKAM tr T(g) 存 在 .事实 
上 ,由 引 理 5.2.1 知 ,RT(g) 有 有 限 余 维 , 从 而 存在 整数 ,使 得 
M' CRT(Cg)C T(g), 
这 样 仅 有 有 限 个 内 董 理 起 G 满足 
M'CGC-T(g). 
所 宵 这 些 内 碍 理想 的 和 是 含 于 T(g) 内 的 最 大 内 至 理想 , 仍 记 为 Ir T (go). 
对 于 切 空 间 TIg) 可 以 证 明 
Tlg}=[Ir T(g))O V,, 
其 中 
V,=T(g) [Br T(g)]-. 
有 了 以 上 的 准备 ,我 们 可 给 出 求 芽 gE e, ,的 普 适 开 折 的 步 驴 ; 
1) 确定 整数 1290, fini 


T(g)- RT(g)®D Rig, .g, s Ag, ,UsAg l; (5.2.16) 
(2) 将 T(g) 分 解 为 下 述 形 式 


T(g)=[Itr T(g)]8 v,, (5.2.17) 
其 中 | 
V, 7 T(g)D[ [It T(Cg0]^; 
(3) 在 [ftr T(g2)] PRH V. 的 补 基 p ,pp;,…, p Bp 
[ur T(g)] -V, € Rib. bibl. (5.2.18) 
Ri 
GG A a) m gGr A) + Zap G.A) (5.2.19) 
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就 是 g 的 普 适 开 折 . | 
SESS E, 835 (5.2.17),(5.2.18) A1 k = codim Tig), 且 式 (5.2,10) 成 立 ,由 推论 5.2.3 
知 , 式 (5.2.19) 给 出 的 G 就 是 g 的 普 适 开 折 . 
例 5.2.1 计算 g= xz? -Ar 的 余 维 数 及 普 适 开 折 . 
S EX 
RT(g)- M 4 M<A>. 
由 于 
Ag, 7 -xA€ RT(g), 
所 以 
Tlg)=(M + MXA»)9 RÍ3x! - A,xl. (5.2.20) 
显然 式 (5.2.20) 具 有 式 (5.2.17) 的 形式 ,这 样 就 有 | 
[hr T(g)]- - (MP + MKAD) RI, xz, A, cH. | 
k V. = R3 -A s) Ril,z,A,z UBER II n^ 18RIl,A T EI g = uc - Az 的 普 
适 开 折 为 | 
G,(r,A,a, B) =r - Àx F at fr’, 
或 
Glz, À a, B= r'—Àr-* aA, 
H codim g 72. 
例 5.2.2 il g= z? a 的 余 维 数 及 普 适 开 折 . 
E SH 
RT(g)-M'* «A», 
H 
T(g)7t,., 
于 是 g= r° + À 的 余 维 数 为 零 , 普 适 开 折 即 为 其 本 身 . 
表 5.2.1 列 出 了 几 种 芽 的 余 维 数 和 普 适 开 折 . 


3⁄8 s.2.1 NAFHA ERE 


(1)z" tA(nz2) gtairtairid tea, -2 
L L. 


(2)x" + Arin =i) - B+tartarzr tarlt to ir 1 


(3)z2 x à? Eta, 


(rita gtayjtasrda,rÀ 


(5)z t r AtA? E tutu z+ az + wiÀ tasht t agir? 
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Bl 5.2.3( 余 维 1 分 岔 ) 从 表 5.2.1 我 们 知道 g, = x^ A^ guai + À? 均 有 余 维 1, 其 


普通 开 折 分 别 为 
Gi(x,A,a)—- z -A ta,G,(x,À,a)— x^ +A ^ &,a CR. (5.2.21) 
对 于 芽 g, = z? ~ ,不 难得 到 codim g, = 1, H gs 的 普通 开 折 为 
Glz, ÀA a)= x! À t ax. (5.2.22) 


Bl 5.2.1—5.2.3 分别 给 出 了 它们 的 分 从 图 . g = x^ ~ A^ 的 奇异 点 (0,0) 通 常 称 为 简单 分 
分 点 ;g2 = z° + X° 的 奇异 点 (0, ORAMA; g= x! a 的 奇异 点 (0,0) 称 为 滞后 点 . 从 图 
5.2.1—5.2.3 可 以 看 出 ,对 g, (271,2, 3 BHE XE N93 38 (a 750) ,都 会 完全 改变 分 荔 的 性 


e. 


x cu z =Ü & > Ü 


图 $.2.1 fA -A +a=0 


a c0 z 21 >Ò a <Ü a =Ü a >Ü 


图 5.2.2 孤立 点 分 分 x^ à +a=0 图 5.2.3 BERNE x -4+ar=0 


5.2.3 普 适 开 折 的 识别 


普 适 开 折 的 识别 是 指 如 何 判定 一 个 给 定 的 开 折 是 否 是 普 适 开 折 .推论 5.2.3 把 它 归 结 为 
求 切 空间 T(g) 及 其 补 空 间 , 这 种 计算 通常 很 繁琐 ,但 当 g 是 正规 形 时 ,计算 相对 简单 . 因此 人 
们 需要 考察 能 否 通 过 对 与 z 强 等 价 的 正规 形 验证 与 推论 5.2.3 类 似 的 条 件 来 涛 断 g 的 基 
个 开 折 G 是 否 普 适 ， 
定理 5.2.3 若 goh, W Rr T(g) — Ir TA). 
证 明 从 赂 ,参见 [20]. 
当 z 有 有 限 余 维 时 ,存在 整数 天 EMOT) H M BAAR, i MECItr Tig), E 
Fr T(g VEUB RRE. H 5.1 中 式 (5.1.26) 知 
£,, = Itr Tle T(g)]*, ' | (5.2.23) 
因此 
T(g)= ltr T(g)O V,, (5.2.24) 
其 中 
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V= T(g) fI T(g)1., 
于 是 ,和 牛 推 论 5.2.2 58, G 是 g BEJI, 234 B IE 


_ 9G(z,A,0) 9G(x,A,0) 
g = Ir T(g) VOR — 8Bu 77 O — . (5.2.25) 


前 面 已 经 指出 , 普 适 开 折 的 识别 主要 是 想 利 用 与 g 强 等 价 的 正规 形 的 信息 来 判断 g 的 
FHG 是 否 是 普 适 的 ,下面 我 们 将 说 明 ,由 式 (5.2.25) 验 证 G 的 普 适 性 可 转化 为 在 有 限 维 空 
Blr T(h)]+ 上 进行 检验 . 

由 定理 5.2.3 知 , V, C [tr T (h )]1 . 然而 式 (5.2.25) 中 第 三 项 通常 并 不 含 于 

[Ie T(h)] ,我 们 引 人 投 影 算 子 了 ,将 其 投影 到 [Itr TALE. 


设 
e,,7 ltr T(S r T(h)]-. `. (5.2.26) 
I X PL T- J: 
g a [Ir T(A)]--, (5.2.27) 
If M. ipfo, 0)z^ 4*7, V f€e,,, (5.2.28) 


Job Yl 表示 对 于 不 属于 Itr T( 天 ) 的 单项 式 求 和 .再 由 定理 5.2.3 知 式 (5,2.25) 等 价 于 
90640) 2e j 98,0) 


k 


[Itr TA) = V, € RiJ 


AEH 5.2.1 ER: 5.2. UM 
定理 5 2.4 设 gEe,, 强 等 价 于 h,G 是 g hik- ARO, G 是 g 的 普 适 开 折 当 且 仅 
当 式 (5.2.29; 成 立 ;G Fe g 的 通用 开 折 当 自 仅 当 式 (5.2.29) 中 直 和 为 和 . 
i£ 定理 5.2.4 表明 要 验证 G Eg 的 普 适 开 折 ,只 需 验 证 式 (5.2.29) 成 立 . 
验证 式 (5.2.29) 时 ,需要 确定 V, 的 一 组 基 , 这 可 通过 下 述 过 程 来 完成 , RA, V, E J dE 
用 在 T(g) 上 的 像 ,由 雪 空 间 的 定义 知 , V. 由 形 如 
TxApg), T(r ag) JA) | (5.2.30) 
的 芽 生 成 ,其 中 =, | 220, FRE TEIL 15x (5.2.30) rh BUE S BUR IE A. E He sg de Bey £H 
成 V, 的 起 时 ,通常 要 使 用 相应 正规 形 的 识别 条 件 ,下 面 以 例子 说 明 ， 
例 5.2.4 Ut g>h=er +i e= tl, S= tl, G 是 g 的 单 参数 开 折 , 则 G 是 g 的 普 适 
开 折 , 当 且 仅 当 在 (x,A,a)= (0,0,0) 4b 
Bi Ex 


(5.2.29) 


7*0. (5.2.31) 


注 和 由 于 在 a。=0 处 ,G(r ,2,0)=g(z,4), 从 而 式 (5.2.31) 的 第 一 行 也 可 用 G FRE g. 
证 明 ”为 确定 计 , 我 们 讨论 h = x +X, 其 他 情形 同样 讨论 . 
不 难 求 得 
T(A)= T(x! *3à) (M? c XA»)O RI, 
因此 
[ir TWD] 2 (M+ XA») = RÍ1,z1, 
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于 是 

Jg — g(0,0) + g, (0,0) x, (5.2.32a) 
或 用 坐标 表示 为 

Jge=(g(0,0),z,(0,0)). (5.2.32b) 
从 而 G 是 g 的 普 适 开 折 , HA 

RiLzi- V, R|]. (5.2.33) 


我 们 应 通过 式 (5.2.30) 选 取 V, 的 一 组 基 , 具 体 做 法 如 下 .由 于 
g-h-z'-*à, 
由 强 等 价 的 识别 条 件 可 得 ;在 (xz,X)= (0,0)4E, 
g= g, = g. 70, 
Pt 5.2.32) | 
Ig 70, Jg, 20,J (Ag, ) - 0. 
因此 ,在 式 (5.2.30) 中 仅 有 Je, 750, 8k Jg 是 Vs 的 基 , 于 是 式 (5.2.33) 成 为 
Ritz] - Rie, JG,l. | (5.2.34) 
式 (5.2.34) 成 立 当 且 仅 当 Jg, ,JG, 线性 无 关 , 即 式 (5.2.31) 成 立 . 于 是 得 出 :G 是 g 的 普 
适 开 折 , 当 有 自 仅 当 在 (x ,4,a)= (0,0,0) 处 式 (5.2.31) 成 立 .证 毕 ， 
例 5.2.5 Hh g—h—ex + iMr, e= ti, e= +1, G(r, à a, 0) Æ g 的 2-~ 参数 开 折 , 则 
G 是 g 的 普 适 开 折 , 当 县 仅 当 在 (z ,A,a,8)=(0,0,0,0) 处 ， | 
Ü Ü Ea Ee 
de Ü ga Zu Em 
G, G, Ga Ga 
Gs G& Ga Gg, 
证 明 我 们 仅 对 六 = z°— Xr 的 情形 证 明 , 其 他 情形 类 似 可 证 .容易 求 得 
T(h)* T(x? - zx) - (M MCXA»)8 Rl3z! - A,xl, 


天 0， (5.2.35) 


于 是 

[Itr T(h)]tsRil,x,A,x, 
因此 

Jg 7 (0,0) + g, (0,0) + g, (0,0)4 + ga (0,0), | (5.2.36) 
lk G 是 g 的 普 适 开 折 , 当 生 仪 当 . | 

RI1l,z,A.z21= V. @ RIJG, ,JG;l. (5.2.37) 

BAE, MERE: H gh = 2 — Az BP. ARSI3KEF:fE(z,A)= (0,0)#F, 

g= g, = gx = p, = 0, | (5.2.38) 

因此 


Jg=0, J(xg,) 20, J(Ag,) 20, J (ag,)}=0, 
BEC .2.300 P DURS Jg. , Je, 不 为 零 ,故此 时 式 (5.2.37) 成 为 
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RU x Aue o RU Jg JG, JG, (5.2.39) 
式 (5.2.39) 成 立 当 且 仅 当 Je. Tg, JG, JG, 线性 无 关 , 即 式 (5.2.35) 成 立 , 证 毕 . 
例 5.2.6 gher tâ e= tl, = t1, Gir, à, a, B, y) z 的 3- 参 数 开 折 ， 
Wi G Eg 的 普 适 并 折 , 当 上 且 仅 当 在 (za,pB,7y)=(0,;0,0,0,0) 处 ， 
[Ü 0 0 z. Ea] 
0 0 En Eu Aa 
det|G, Ga Ga Ga Ga x0. | (5.2.40) 
G Ga Gg Ga Ga 
LG, G, Ga Ge Gy 
WEBH RIHITHE h = x° + À° 情形 . 


容易 求 得 
T(h)=T(z`+AÀ”2)=(M)+<12>)O R]|z)> Al, 


TR 
[Ir T(A)] 2 RH z, A z^ Ax, 

因此 | m 
Jg 7 g(0,0) + g, (0,0): + g, (0,0) + gs (0,0)? + g, (0,0) Ax. 


G E g 的 普 适 开 折 , 当 且 仅 当 
RÍlx.A x àx} 7 V, BIJG, ,JGa, JG, !}. E | (5.2.41) 
男 一 方面 , 当 g—h 时 , 必 有 :在 (x,4)=(0,0}) 处 ， 
g B: = Ea T Bz = gu = Ü, 
因此 | | 
Jg=0, J(zg,)=0, J(3g,) 70, JAg) = 0. 
这 样 ,在 式 (5.2.30) 中 仅 有 Jg. Jg, 不 为 零 ,此 时 式 (5.2.41) 成 为 
Ril, z,A, x^ ,axl =R |Jg, Jg, JG, ,JG,,JG,|. | (5.2.42) 
式 (5.2.42) 成 立 当 且 仅 当 Jg, -Je JG, JG; JG, 线性 无 关 , 即 式 (5.2.,40) 成 立 .证 毕 . 


5.2.4 HERBA GEHE SURE 


设 G(r,4,0) 是 g(z,X) 的 普 适 开 折 ,(0, 0) 是 z 的 一 个 奇异 点 ,由 于 普 适 开 折 G 已 包含 
了 对 g 的 一 切 扰动 ,因此 G 的 静态 分 人 图 反映 了 当 g 受 扰 时 可 能 出 现 的 各 种 分 倪 性 态 . 本 节 
我 们 讨论 开 折 参 数 a 对 普 适 开 折 G 的 分 贫 图 的 影响 , 即 “保持 性 问题 

如 果 对 o ER 的 一 个 邻 域 U 中 的 任何 8,G( ,ec) 与 G(. ,了 ) 都 等 价 ,从 而 当 GC, 
A,a) 受 到 小 扰动 时 分 岔 图 的 定性 性 态 保持 不 变 , 此 时 称 G 在 a 处 的 分 岔 图 是 持久 的 , 即 分 贫 
是 通 有 的 ;否则 , 称 分 贫 图 是 非 持 久 的 , 即 分 盆 是 退化 的 . 

研究 表明 , 当 且 仅 当 o 属于 下 列 点 集 之 一 时 ,G(z,u,a) 的 分 贫 图 是 非 持久 的 . 

(D SR RE B= la € R' :存在 (z,)) 使 得 在 (za) 处 有 G=G = G. 20H 

(2) 清 后 点 集 H= le € R' :存在 (x ,A) 使 得 在 (rz,4,a) 处 有 G= G, = Ga =0l; 
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(SURE ARE Do la ER PEC, AG 9 1,2) x, E x, ERE TE LA a SE AI 
G-G,-0l. 
这 三 种 集合 及 其 扰动 情况 如 图 5.2.4 BOR. 


图 5.2.4 (a) ARA (DORES 《ce) 双 极限 点 ,扰动 后 分 别 为 
(aw), (bx), (ex) - 


id X-BUHUD,$$ X WHILE (transition set). 可 以 证 明 如 下 定理 . 

定理 $.2.5 把 原点 的 一 个 邻 域 分 成 若干 连通 分 支 , 当 a,8 属于 同一 连通 分 支 时 ， 
GC*,*,a) 8 GC, 9) S. 

i£ RER 3 把 开 折 参数 空间 R 分 成 若干 连 通 分 支 . 当 a.a€kxB.GGO,. T mA AE 
不 是 持久 的 ,并 可 按 E 的 不 同 子 集 进一步 分 类 , 当 0 É H, GOCO ee) 的 分 贫 图 是 持久 的 ， 
并 可 按 不 同 的 连通 分 支 分 类 .这 样 ,我们 可 对 z 受 扰 后 可 能 出 现 的 各 种 通 有 或 退化 的 分 命 懒 
深入 分 析 . 

下 面 的 定理 对 讨论 双 极 有 限 点 集 有 用. 

定理 5.2.6 Ë 庆 (z) 是 次 数 委 3 HEER, A hh, -0 有 两 个 不 同 的 解 44 zz D A= 


证 有 明 利用 坐标 变换 z->zx 一 zz, ,我 们 可 假定 x, =0. FÆ h(0)= A (0) 0, RE A) 
= ax? +arzfa)6ER), 此 时 有 天 (zy)= 卢 (xz2) 一 日 , 即 


aadi 
3x 2X2 b UB 
显然 系数 行列 式 为 - 2270, EIE BUB FUR SERI. a 6 = 0. BEtË. 
注 由 定理 5.2.6 知 , 当 Gir, A oa)J& z 的 次 数 委 3 的 非 零 多 项 式 时 ,相应 的 双 极 限 点 集 
D- Z. 
&j 5.2.7 ADR gr o r 好 , 它 的 一 个 普 适 开 折 为 
G(r,À,a,Q)— x!—Àv at rl, 
利用 | 
G, 73z  -A* 28Àk, G, = — x, G. 6x * 2, 
不 难 求 出 
B-i(a,g)CR':a-0l| 
= |e DER a= g/27], 


118 a 32226 3 3 R gh 


HERB 5.2.61 D = OSEE Z= BUH. 

下 面 的 图 5.2.5 给 出 了 BAH 的 图 形 ,它们 把 参数 (a, 8) 平 面 分 成 四 个 连通 分 支 ,在 图 
上 还 给 出 了 集 B, H 和 各 个 连通 分 支 上 的 开 折 参 数 (a,8) 值 所 对 应 的 Gir, Ara, PRAE 
图 .在 集 B( 即 8 48) E, G 的 分 盆 图 上 有 跨 临 界 点 ( 它 是 分 贫 点 ); 在 集 HEU MAR, a = 8 / 27) 
E.G 的 分 贫 图 上 有 满 后 点 ;在 原点 处 ,G 的 分 贫 图 上 有 又 形 点 ( 它 既 是 分 贫 点 ,又 是 滞后 点 )， 
由 于 D= 他 ,因而 分 贫 图 上 没有 双 极限 点 . 


B 5.2.5 


最 后 指出 ,尽管 从 原理 上 说 普 适 开 折 讨论 的 是 局 部 分 倪 性 态 ,但 有 时 可 以 通过 局 部 结果 去 
获知 一 些 全 局 分 倪 的 信息 . 


5.3 分 类 问题 


5.3.1 936258943 36€ 


U gE se, ,我 们 来 讨论 如 何 将 众多 方程 g(x ,4)=0 IBERISA AE RUE BOE PETERS ETT AT 
类 .我 们 知道 , 随 着 g 的 余 维 数 的 增加 ,奇异 点 的 退化 程度 增 大 ,在 g 受到 扰动 时 可 能 出 现 的 
分 岔 行为 更 复杂 ,因此 余 维 数 在 静态 分 岔 的 分 类 中 起 着 重要 作用 . 

我 们 还 知道 , 当 余 维 数 之 4 时 ,参数 空间 中 的 转 迁 集 及 参数 空间 划分 为 若 于 连通 分 支 等 都 
难以 借助 几何 图 形 表示 ,此 时 分 岔 行为 的 研究 很 困难 ,然而 在 实际 问题 中 经 常 遇 到 的 分 岔 问题 
大 多余 维 数 不 超过 3, 因 此, 我们 有 必要 对 余 维 数 不 超过 3 的 分 岔 问题 进行 总 体 研 究 ,进而 对 
奇 点 类 型 按 余 维 数 分 类 . 

已 经 证 明 ; 余 维 数 不 超 过 3 的 间 变 全 分 岔 问题 按 强 等 价 关系 可 以 分 为 11 类 ,我 们 把 这 11 
类 分 仿 问题 称 为 初等 分 倪 问 题 . 

定理 5.3.1 设 gEe,,,(0, 0) 是 g KARA, H odim g 所 3, 则 gg 45338 5.3.1 HRT 
GS 范式 强 等 价 ， 
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7*5.3.1. RER 的 分 岔 问题 的 GS ER, Wie rir B +y Gr HE 


elr- A oa 


elr A?) elr? rA) a 


— 


非 对 称 尖 点 


ex? td! a + Ñ 


OBAMERA 


^ DRR 


KEFE 2 5 


图 中 所 示 的 稳定 性 是 对 动态 方程 ++ g(x ,4)=0 的 平衡 解 而 言 的 . 
5.3.2. 初等 分 贫 的 识别 


利用 5.3.1 的 方法 ,不 难得 到 11 类 初等 分 岔 问题 的 普 适 开 折 的 识别 条 件 ,如 表 5.3.2, 请 
读者 自行 验证 . 


er’ Br + a fir? 


Ez + SÀ + az + fr’ 


ex" + Br ex^ Axa Ë + ye? 
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GS 范式 


(1)er? + 8À 


X 5.3.2 AFREEN (e = £1,5— +1) 
非 奇 异 矩阵 


(2), ()e C + 522) 


(A)ex? + dÀ 


(S)ez2 cds 


(B)ex?- BA" 


(9)ex^ + gA? 


在 静态 分 贫 研 究 中 , 奇 蜡 性 理论 不 但 是 一 种 有 效 的 理论 方法 ü HA h FARANE 
验 结果 进行 深入 分 析 , 定 性 地 提供 理论 指导 ,因此 是 很 重要 的 一 种 数学 方法 . 
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5.4 单 变量 奇异 性 理论 的 应 用 


前 面 介绍 了 单 变量 静态 分 贫 的 奇异 性 理论 ,本 节 通 过 几 个 例子 说 明 它 的 应 用 . 
5.4.1 弹性 结构 系统 


例 5.4.1 杆 件 一 弹 移 系统 

先 考虑 图 5.4.1 所 示 的 力学 系统 . 它 由 两 根 铵 接 的 刚性 杆 及 扭转 弹簧 组 成 . 设 杆 长 等 于 
1, 弹 往 的 弹性 系数 也 等 于 1. 在 点 B 处 作用 着 水 平 压力 4*, 取 和 角 庶 x 为 此 系统 的 状态 变量 .说 
系统 处 于 静 平 衡 状态 .该 系统 的 势能 为 


VG A) 9 S 2A (eos x - 1). (5.4.1) 
JUPE RUROEREM IAE RE TUA ZI BERD EHE AH FOE BS 
glaa J= = x - 2Àsin r-D, MEE i . (5.4.2) 


显然， 
g(0,3) =z (0,3) -0, 


Br. A) 2 0,18 g 的 一 个 奇异 点 . 


E] 5.4.1 


进行 变换 p 7 A -12 ,方程 (5.4.2) 变 为 
g(x,u)2x - (2p + 1)sin x —0, | (5.4.3) 
(z,u)=(0,0) g 的 一 个 奇异 点 ,在 该 点 处 有 
g(0,0) =g, (0,0) 7 g, (0,0) = , (0,0) =0, 
£x (0,0) 71,2, (0,0) — 一 2. | 
根据 表 5.1.1 给 出 的 识别 条 件 ,可 知 glr, u) GS XX h (xu) 7 x^ pr 强 等 价 .从 
而 ,在 点 (0, OWSA glr p) 0 与 方程 (zyz)y=@ 有 相同 的 分 贫 性 态 . 即 在 该 点 处 出 现 超 
临界 又 形 分 盆 , 由 于 a= p + 部 , 故 5(z,4)= 0 在 (0, 才 ) 处 出 现 超 临 界 叉 形 分 盆 ( 死 图 
5.4.2). 


再 考虑 上 述 系统 的 一 个 扰动 系统 ( 见 图 5.4.3) .扰动 来 自 两 方面 .一 方面 是 结构 重量 的 影 
响 , 它 可 由 作用 在 中 间 饼 链 向 下 的 力 s 表示 , 另 一 方面 是 弹 质 的 非 对 称 性 , 它 可 由 当 所 有 和 外力 
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EON 0 时 杆 系 的 平衡 位 置 ra= AN MRAR ERR, N o = 0. 我 们 到 过 内 加 的 小 参数 E 
$89 去 描述 扰动 .这 个 扰动 系统 的 势能 为 


V^ (x,A,6,8)2(x — 8)! /2* 2A (cos x — 1) * esin z, (5.4.4) 
BOE SERA H F BUT) OE EEti E : 

G'(xr,À,e,80)-—xr—8-2Asmx-tscosr—-Ü, . (5.4.5) 
Bl 

G(r,u,e,0) x — 8 ~ (2 + 1)sin x + ecos r —Ü. (5.4.6) 


因为 G(x,u,0,0) glz, u), 
所 以 G 是 g 的 一 个 2- 参 数 开 折 . 我 们 想 知道 GESEL 
的 一 个 普 适 开 折 , 即 G 能 否 包 含 g 的 一 切 扰动 .由 于 g 与 
GS 范式 
h = z° -pr 

强 等 价 ,我 们 当然 可 以 根据 表 5.3.2 给 出 的 普 适 开 折 识 别 
条 件 去 判定 .这 里 不 做 详细 计算 ,只 从 另外 的 角度 给 出 一 些 
说 明 . 


?= 其,=296wm =e 0, S yz . (5.4.7) 
则 方程 (5.4.6) 可 写成 Taylor 展开 式 : 
H(y,u,a a) =y - vy t a4 t aj y^ + 0. (5.4.8) 


如 果 略 去 高 阶 项 , 式 (5.4.8) 给 出 天 (yo)=y — uy 的 一 个 普通 开 折 . 由 于 式 (5.4.7) 是 
fik SER LES dU hly v) RI H(y,v,a1,2; EFA gr oM GGx 1 ,6,8) ,因此 Giz, gs 
s,3) 应 当 是 g OMENI. ERAAN aa M g(xz,p) 的 奇异 点 (0, 0) 受 扰 后 可 
能 出 现 的 各 种 分 岔 图 以 及 转 迁 集 的 情况 可 拖 图 5.2.5. 我 们 还 可 以 遵 过 变换 (5$.4.7) 得 到 在 原 
参数 (e ,6) 平 面 上 的 转 迁 集 . 

例 5.4.2 JEFE BHH. 

考虑 一 根 等 截面 的 弹性 细 直 杆 , 它 的 端 部 受到 压力 P. 当 PP 较 小 时 , 杆 件 处 于 单纯 压缩 状 
态 ,无 横向 变形 .但 当 忆 天 于 某 个 临界 值 时, 杆 件 发 生 弯 曲 , 个 在 横向 变形 , 这 种 现象 即 为 届 
册 ,或 失 稳 . 

设 杆 的 长 度 为 ! ,屈曲 在 (z ,y)} 平 面 上 发 生 , 且 屈曲 不 履 
变 杆 长 ,用 * 表示 从 原点 如 SHEER IS OS u (s) 
示 变 形 杆 的 切线 与 r 轴 之 同 的 去 角 ( 见 图 5.4.4)， y(5) 表 示 
变形 杆 的 横向 位 移 . 杆 的 弯 矩 平 街 方程 为 

Elw = — Py (5.4.9) ' 
Jer E CAEWSECSRTEIBSUE I 为 截面 惯性 矩 Lu 表示 w 对 s 的 导 图 5.4.4 


数 , 考虑 到 yy =sin u Jéga-R. 可 得 方程 
—-u'—Àsinu-Ü,0x;sm, (5.4.10) 
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X BUT EIFE TECH VELIE 
u (00— a (1)-0. (5.4.11) 
id CT[0,7] 为 [0,7] 上 连续 实 函 数 全 体 ,并 引信 范 数 


|| = | ,= max|=(s)|, 


记 C[0, 站 为 [0,1] 上 有 直到 上 阶 连续 导数 (之 1) 的 实 函 数 全 体 ,并 引入 范 数 


l æ ||, = maxi zo, Hx loss ll x at. 
取 Banach 空间 
X-|lu€C(0o,I]:u(0)-uv (0-70, Y 2C[0,1], 
定义 映射 
F:XXR—Y 
为 


F(u,ÀA)—-—u'—àsinu, 
则 直 杆 的 平衡 问题 (5.4.10)(5.4.11) 就 是 求解 非 线 性 方程 
F(u,À)20,(u,A)C XXR. (5.4.12) 
显然 ,方程 (5.4.12) 对 任何 AC R 都 有 平凡 解 u =0, 它 对 应 杆 的 无 届 曲 状态 ,我们 称 < = 
0 为 基本 解 . 杆 的 屈曲 状态 对 应 方程 (5.4,12) 的 非 平凡 解 zx 天 0. 因 此 , 杆 的 届 曲 问题 就 是 研究 
从 方程 (5.4.12) 的 基本 解 分 岔 出 非 平凡 解 的 静态 分 岔 问题 . 
取 杆 长 i =x, 利 用 LS 方法 ,Banach 空间 中 的 非 线性 方程 (5.4.12) 在 奇异 点 (w ,4 ) = (0, 
人 附近 的 分 倪 问 题 可 约 化 为 一 维 分 倪 方 程 
g(r,À)-0. - (5.4.13) 
由 于 我 们 无 法 得 到 方程 (5,4.13) 的 具体 表达 式 ,因此 不 能 直接 对 (5.4.13) 进 行 分 岔 分 析 . 
然而 ,我 们 可 以 用 奇异 性 方法 去 进行 定性 分 析 . 首先 根据 奇异 性 的 识别 理论 去 研究 奇异 点 (0， 
DRIAEE URS. 为 此 ,利用 函数 F 的 导数 去 计算 sg 的 一 些 导数 .注意 到 这 里 的 函数 F u,a) 
u HARR, B F( 一 ,4)= 一 F(w,4), 此 时 gg 的 导数 计算 可 大 大 简化 ,在 奇异 点 (0, 1) 处 有 
下 面 的 结果 ， 
(Üg-g,-g,7g 70; 
(2J8 7 Lu, Fu uu). 


由 于 

ALY =L), 
所 以 

Hj = 2 —cOS s. 

JE ,考虑 到 
3 
D F(E o) loo "arayan (na +, Ë, 4E 
+ sinl t, š, * 168 + 136))]l,, 2, = a =o 
—£&£,£,08 Ü = 6,6, 8, , 

BUS 


Bas 7 < 008 5, CO5 ç >> =| cosas = *>0. 
D 
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(3) gw =< (DF, ) t, > 
= RE 
 F.=-—sin#,(DF,)*'u loa = — u, = —cos 5, 
故 有 
Ba T Eo s, es sS -Fooss ds = -5<0, 
由 表 5.1.1 iB g Cx ADTESE BUR (0, 1) 附 近 强 等 价 于 GS 范式 
hlz, àS- Air, 
因此 约 化 方程 (5.4.13) 在 人 0，1) 处 出 现 超 临界 叉 形 分 贫 , 从 而 原 方 程 45.4.12) 在 (au ,4)=(0， 
切 处 也 有 同样 的 分 岔 性 态 .这 个 结论 与 由 精确 解 得 到 的 结果 一 致 (参见 [20]). 
实际 的 杆 件 往往 有 某 些 缺陷 ,如 微小 的 原始 弯 晶 、 材 料 的 非 对 称 性 、 夏 眼 等 ,它们 可 以 看 作 
是 对 弹性 枉 件 系统 的 扰动 . 我 们 能 够 和 用 普 适 开 折 理 论 去 探讨 有 缺陷 的 压 杆 的 一 切 可 能 的 屈 
HRE. 


5.4.2 化 学 反应 器 系统 


现在 讨论 OSTREAM AMR RED UI 518: RUE C [20 D. 该 系统 的 平衡 态 
(y,0) 满 足 静 态 方程 
[5 -Dü-y)E(0)-0, | 
à8—- B,D(1— y)E(8) + 8D(8—0,) —0, 
其 中 y= (Cr - OM C 是 无 量 网 反应 物 浓度 ,9 = Y (T- TO/ T, 是 无 量 岗 反应 物 温度 ,而 y, 
B, 和 有 分 别 为 无 量 网 活化 能 、 反 应 热 和 热 交 换 系 数 ,6. = Y (T, - TO/ T, 是 无 重 网 冷却 剂 温 
度 ,D 是 Damkohler 数 ,BE(6)=exp[6(1+6/7)  1,A 是 一 部 分 反应 物 所 占 比 例 . 从 第 一 式 中 


解 出 y 并 代 人 第 二 式 , 令 z=9/7, 则 有 


G(Gz ia B gym dz -TF ATEJ 0 (5.4.15) 


Ax) 9 expl — Yr/ (1 * x)], 
pg7-A/ (D), 9 & fva = BÍ y, 
y 为 常数 ,并 要 求 $0. 
首先 指出 ,对 y > 8/ 3, 存 在 瞧 一 的 一 组 数 z = (zo; pos aos Fo BERE RE Cs, po) #Ë 
gix.u)*G(x.u.as. f p) A — TUR i DIG RULTUEBRAST. z, ua, 8,5 的 方程 组 
G =G, =G, = G, = G, 70 (5.4.16) 
有 唯一 的 解 zo — (zs, ao: Po ,加 ) ,使 得 在 该 处 有 G... >0 #flG, >O E ASit Al). 
容易 求 得 下 列 结果 ， 
G=(1+#)z- 4- apf; 
G,— x a4; 


(5.4.14) 


其 中 
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G. 7 (1 à) * af! A (x)/ A; 
G = 1^ 2afpA'(x)/ At; 
Go 7 af LA" ()/ A* - 284 CA (z) A]. 
k, it z> -—1.Yy20,8 
A (x) 7 expl - yz/ (1 tx)]»0; 
A'(x) 7 7 YAGO/ * x) «0; 
A'(x) 2 [Y * 2Y(1 * x)]AGO/( 7 z 20. 
由 式 (5.4.16) 的 第 四 式 求 得 
a = xA! 
代入 式 {5.4.16) 的 第 五 式 , 并 利用 A 的 表达 式 得 
Bul A *2xA' ) - - 1. 
再 由 式 (5.4.16) 的 第 三 式 得 
BOA” = AANA". 
Hia (5.4.18) 13 (5.4.19) 48:581 
A t xA'-0, 
Bil 
zt + yz —1=0. 
当 y>0 时 , 式 (5.4.21) 有 了 唯一 的 解 ro ,满足 ze >0. 
把 式 ($.4.17) 代 人 式 (5.4.16) 的 第 二 式 得 


“一 lp 
BA "uL 
将 式 (5.4.18) 与 式 (5.4.22) 相 除 ,并 令 z= x, 得 


= Arg) +2z,A (x4) 
Ho ERER. (x) 


代入 式 (5.4.18) 得 
B 一 Alro) + xs A (x) 
a [Atxo) * 2x9 A'(x9)] ; 


在 式 (5.4.17) 中 , 令 z = x 得 
ag = z [1+ Bopo Axa]. 
最 后 把 上 面 结果 代 人 式 (5.4.16) 的 第 一 式 , 则 有 
7o 7 (I+ up) x — ap to/ (1 fp A (xo)). 
这 样 便 得 到 唯一 解 z = (Zo fto ma, Po; 599). 
记 Ao 7 L* Bois A Cr ) ,容易 计算 在 zo 处 有 
G, l. in EU sg, 
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(5.4.17) 


(5.4.18) 


(5.4.19) 


(5.4.20) 


(5.4.21) 


(5.4.22) 


(5.4.23) 


(5.4.24) 


(5.4.25) 


(5.4.26) 


(5.4.27) 


这 是 因为 当 y>8/3 时 ,可 证 aos fo: uo, Alro) A, 都 大 于 0 此 外 ,在 z, 处 还 有 
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Gala -pp A A C) 38 Cr Cr >0， (5.4.28) 
Ü 


这 里 用 到 在 该 处 Ce =0 的 条 件 . 故 据 表 5.1.1 RIRI, g( xu) G(x. pns. Bos p) fE 
BEER Cro a BE hne) 7 xi + jp: 强 等 价 ， 

我 们 把 G(r, p,a, B ER gx p) Elz, p BB 3- SOT SEL, WEER G Æg 
的 一 个 普 适 开 折 . WER 5.3.2 的 普 适 开 折 识别 条 件 , 只 需 证 明 ( 注 意 到 在 z, 处 Gu 等 于 0) 
矩阵 
0 0 G, Gau Gya 
B-|G, G, G, Ge Gu - (5.4.29) 
G, G, G, Ga G, 
G, G, G, G, G,1 
在 z 处 的 行列 式 椒 等 于 0. 在 B 的 第 5 行 中 , 除 G, = -1 外 ,其 他 元 素 均 为 0, 故 

0 0 G. Ga 

0 G, G Gya 


detB = — det . 
° "IG. G, Ga Go 


(5.4.30) 


容易 计算 ,在 式 {5.4. 30) 的 第 2 行 和 第 4 行 的 元 素 中 成 立 
Cu - G= _ Gue B s (5.4.31) 


把 式 (5.4.30) 的 第 2 行 乘 以 - wz/6, 再 加 到 第 4 行 ,就 可 使 第 4 行 的 后 三 个 元 素 变 为 0, 从 而 

0 G. Goy 

Gs Ga ez (5.4.32) 
G, G. Gy 


det B = Gg det 


考虑 到 
Gy = ag [1.— BuA(x)]A’' (zr)/ Aa, 
利 由 前 面 的 结果 可 知 
Ge |, 0. 
再 证 明 式 ($.4.32) 中 的 行列 式 不 为 0. 注 意 到 在 z, 处 有 
G... |. = a0 G. |, =0, {5.4.33) 
因此 该 行列 式 等 于 
G. (Cpa 一 CC) 一 CC (5.4.34) 
容易 计算 G 的 其 他 几 个 导数 ; 
G, = -1/ 2°, 
Gue 52RA CY / a°, 
Gue =2aB[1 - 284A (x) JA Cx )/ A*. (5.4.35) 
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因为 G | 。<10, 再 由 式 (5.4.27) 得 
(G.G. ~“ GoGo )|, = —2a BA (z4)/ A$70, 
由 式 (5.4.28) 知 G... la, >0, 所 以 ,在 zo 处 该 行列 式 大 于 0. 
综合 上 述 结果 便 有 
detB|, 7^0. 

BF glr, DEC p MTE hir, p) — x) + pi: 强 等 价 , 它 们 的 敬 适 开 折 就 有 相应 的 
持久 分 合 图 .图 5.4.5 给 出 在 (xo ,pio ao, Po, wo) 附近 G(z ,pa,B, 术 的 主要 分 分 图 类 型 :其 
CI RS gru) 7 GO. yaopo p ARRERA LT CIL) — ( W)3 7 种 持久 
分 贫 图 ,它们 描述 了 CSTR 系统 的 平衡 态 可 能 出 现 的 主要 静态 分 岔 性 态 ， 


(I2 (H) «HD 


(OD 


SN CN z 
`. = e . . 
(V) an (MD d y E 


图 5.4.5 
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第 6 章 混沌 


混沌 是 近 二 十 年 来 新 兴 的 一 个 学 科 分 支 , 它 的 基本 理论 和 方法 在 许多 领域 有 着 广泛 的 应 
用 .混沌 的 研究 已 成 为 动力 系统 的 中 心 内 容 之 一 ， 


6.1 HAER 


虽然 有 关 混沌 的 论著 已 经 很 多 了 ,但 人 们 常会 从 不 同 的 角度 来 理解 和 定义 混沌 .例如 ,有 
人 定义 混沌 是 某 些 狂 定 性 系统 的 随机 性 过 程 , 另 有 人 定义 混沌 是 某 些 非 线 性 动力 系统 具有 的 
一 种 特定 性 质 , 即 当 初始 条 忻 无 论 多 微小 闻 改 变 , 都 可 能 使 解 的 长 期 性 态 有 显著 的 差异 ,相应 
地 ,就 有 有 所谓" 泥 沌 解 " 和 “系统 的 混沌 性 质 就 是 系统 的 解 对 初 值 具有 敏感 的 依赖 性 "等 等 说 法 . 

Moon 和 Holmes( 见 139]) 于 1979 年 证 明了 受 迫 Duffing 方程 

£+ Ör- z + z? = Ycos wt 

在 一 定 的 参数 y 取 值 范围 会 产生 混沌 性 态 . 

这 个 方程 提供 了 两 个 永 磁体 之 间 非 均匀 磁场 中 基 垂 杆 的 受 迫 振动 的 数学 模型 . 由 于 外 力 
的 赔 期 性 ,上述 方程 可 重 写 为 一 个 自治 系统 : 


=v 
(P,) [stereo eat (u,v, DER X S!, 
à-1 


这 里 s'-R/T,T-25, JF 820,o 为 常数 . 采用 截面 = lx ,mn;,6918=01 和 根 应 的 庞 卡 莱 


映射 ,Ueda 研究 出 下 述 结果 (参见 [49]) : 当 y >0 较 小 时 ,系统 具有 两 个 吸引 的 周期 工 轨 道 
和 一 个 “ 惑 型 * 的 (在 一 个 方向 具有 吸引 性 击 在 另 一 个 方向 具有 排斥 性 的 ) 周 期 工 胃 道 ,它们 分 
别 可 看 作 由 y =0 时 原 系 统 所 具有 的 两 个 汇 ( 土 1， 0) 和 一 个 鞍点 (0,0) 产 生出 来 . 当 y 逐渐 增 
大 ,至 某 值 y, ,每 个 周期 T 轨道 会 分 岔 出 两 个 周期 2T 的 轨道 ,继续 增 大 y 值 ,系统 会 相继 分 
岔 出 周期 4T，……2?T,… 的 闭 轨 ,这 被 称 为 倍 周 期 分 从 .相应 的 分 岔 值 7，，,…, y. ,… 以 某 个 值 
7= 为 极限 ,在 y = y- 系 统 突然 出 现 从 周期 轨道 向 非 周期 的 随机 性 轨道 的 转化 . 这 种 随机 性 轨 
道 就 是 所 谓 的 混沌 解 . 当 y 进一步 增 大 ,系统 又 会 再 出 现 半期 性 轨道 和 逐次 分 岔 的 情况 . 

这 一 类 逐次 倍 周 期 分 多 被 深信 地 研究 ,并 从 中 发 更 了 一 些 有 趣 的 普 适 性 质 .例如 ,1963 年 
Lorenz 研究 两 无 限 平面 间 流 体 在 下 层 受 热 时 的 运动 所 得 出 的 简化 了 的 运动 方程 , 即 著名 的 
Lorenz 系统 : 


t= mar + may, 
P=- pr- y xz, 
z+ zy, 


1€ a =10,B=8/3 而 视 o 为 参数 时 ,也 会 有 类 似 的 “ 倍 周 期 分 贫 通 向 混沌" 的 性 态 , 更 有 甚 者 ， 
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倍 周期 分 贫 发 生 时 的 参数 值 ono sno ,及 上 例 中 的 y ,7 Ya 使 im Re — 


is Zac npe tin es 20 ap 059839) APR Wy lec 
mU fn m+1 


适 常数 , 它 由 Feigenbaum( 和 参见 [18]) 就 一 类 非 线 性 变换 首先 提出 .现在 ,考查 一 个 系统 是 否 有 
此 类 普 适 常数 已 成 为 动力 系统 研究 中 的 一 个 重要 课题 . 

上 面 所 述 给 出 了 从 倍 周 期 分 例 导 致 混沌 的 这 一 途径 ,事实 上 还 有 其 他 通 向 混沌 的 途径 , 例 
如 所 周期 吸引 子 失 稳 而 直接 进入 混 注 等 等 {参见 [241)， 

进一步 的 数值 研究 还 证 明了 在 上 述 两 个 例子 里 , 当 参 数 取 适当 值 时 ,系统 不 仅 具 有 所 谓 混 
沌 解 ,并 且 在 相 空 间 存在 一 个 集合 , 它 包含 了 这 种 解 的 带 “ 随 机 性 "的 罗 线 ,系统 的 解 对 此 集合 
里 的 初 值 具有 所 谓 的 敏感 的 依赖 性 .同时 ,此 集合 对 其 附近 的 雪线 其 有 吸引 性 ,并 且 在 几何 上 
呈现 出 分 形 结 枸 , 即 具 有 无 穷 层 次 的 自 相 似 性 结构 ( 兄 第 7 章 ), 于 是 这 个 集合 被 称 为 “奇怪 吸 
引子 ”或 “混沌 吸引 子 ”. 综 上 所 述 , 人 们 要 研究 什么 是 混沌 , 混 泪 是 怎样 产生 的 ,以 及 在 混沌 的 
状态 和 产生 混沌 的 过 程 中 有 哪些 与 具体 方程 无 关 与 相 空 间 维 数 无 关 的 普 适 性 规律 ,等 等 .此 
外 ,为 了 应 用 ,混沌 控制 揭 研 究 已 成 为 热点 之 一 (参见 [16]). 

为 了 简明 起 见 ， 我 们 在 下 面 给 出 数学 物理 界 大 多 数 人 所 认同 的 混沌 动力 系统 的 有 关 定 义 ， 
并 在 后 面 主要 就 一 维 的 离散 动力 系统 来 讨论 . 

5EX.6.1.1. FHRA S :R'—R', F€ A.A = [0,+ oo)(3E Z, ) 称 为 在 集 ACR 上 是 
混沌 的 ,也 称 为 在 A 上 有 对 初 值 的 敏感 的 依赖 性 ,是 指 存在 e, >0, 使 得 YzEA 和 se 0, Jy 
€ Al) B(zie E £€ AEG (xr) - 6, (y) e. RAER A 是 动力 系统 中 的 混沌 集 . 当 
动力 系统 d, : R"—R" RA n 维 Lebesgue 测度 非 零 的 混沌 集 , 则 称 p, 为 一 个 混沌 动力 系统 . 

WX 6.1.2 # ACRE 是 动力 系统 由 RR, EA 的 不 变 集 , 旦 是 o, Fifi pl fi , Wi 
FK A 是 动力 系统 昌 的 混沌 不 变 集 .车 进 一 步 , A XE D, 的 吸引 和 集 (吸引 子 ), 则 称 A 为 动力 
系统 中 , 的 混沌 吸引 和 集 ( 混 沌 吸引 子 ,也 称 为 奇怪 吸引 子 》， 

在 有 些 场合 ,人 们 称 动力 系统 在 集 A 上 混沌 ,还 意味 着 4 中 有 系统 的 任意 周期 的 周期 点 
且 它 们 在 A PAE, HEA 中 有 一 个 非 周期 的 轨道 在 其 中 稠密 等 .在 后 面 的 一 些 例 子 里 ,我们 
可 看 到 这 些 情形 . | 


6.2. ERNY (Logistic) BUM 


对 于 在 一 定 范 围 内 党 殖 的 昆虫 数量 可 建立 数学 模型 ,从 中 得 出 所 谓 逻 辑 斯 蒂 (logistic) 方 
É:£—zxr(a—für), RAE R 
Z, ez — frl, 
后 者 通过 适当 的 坐标 变换 可 化 为 
;7 ux (07 x). 
这 是 一 个 [0,1- 上 的 售 参 数 w 的 单 边 离散 动力 系统 1Gz | ,其 中 
G,(x)7 ux(1-7 x), x € [0,1]. (6.2.1) 
我 们 先 讨 论 y € (0,4] 的 情形 .回顾 一 下 离散 动力 系统 周期 轨道 稳定 性 的 概念 : 设 一 维 映 
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的 ; 著 | n Cu) | >1, 则 称 其 为 不 稳定 的 或 排斥 的 . 


注意 周期 1 轨道 即 不 动 点 , 且 因 -他 户 (z0) = P Gn) io 1,2, m 7 10RDBI m 点 zc (i 
=0,1,…,n -1) 都 具有 相同 的 稳定 性 .同时 ,周期 ”点 ze 由 稳定 过 湾 为 不 稳定 的 临界 情形 是 


| ip (xg ) 

对 于 G ()  AESERURSER z 为 (j -1)/p, 据 临界 条 件 (6.2.2) 可 解 得 yx =3 时 , 工 由 稳 

定 过 湾 到 不 稳定 ,这 时 出 现 分 盆 . 当 # W. 3 RCKL BU 3 5 «1 * 6, G, 有 两 个 稳定 的 周期 2 

点 ,而 没有 非 零 的 稳定 的 周期 1 点 .这 两 个 周期 2 点 可 由 计算 容易 得 出 ,也 可 通过 G: 的 函数 
图 像 与 分 角 线 y= z 的 交点 得 出 . 

通过 局 期 2 点 称 定 狂 临界 条 件 可 得 参数 临界 值 为 3 和 pa = 1+Y6. 所 以 稳定 的 周期 2 点 

只 能 在 ¿C (3,1+Y6) 时 出 现 . 当 p> As ,周期 2 点 也 不 稳定 了 ,出 现 了 四 个 稳定 的 周期 4 点 ， 

…: 总 之 ,计算 结果 表明 , 随 a 增 大 ,G, 出 现 了 倍 周期 分 岔 现象 ,并 且 分 岔 值 有 一 个 极限 值 uo 


73.569 945 672, 且 lim 5 二 就 是 前 面 提 到 的 Feigenbaum 常数 .此 外 , 售 周 期 分 盆 时 两 相 


=1. (6.2.2) 


邻 周 期 轨道 之 间 的 距离 值 也 是 收敛 的 ,而 且 , 比 如 说 (参见 图 6.2.1), 在 点 > = T RR 
轨道 分 盆 前 后 离开 该 点 的 距离 之 比 趋 于 一 个 常数 , 它 也 是 一 个 普通 常 数 : 


a2.502 907 875. 
ntl 


H = we 时 系统 出 现 非 周期 解 .事实 上 ,计算 表明 ,mwE [yp ,4] 时 ,系统 发 生 混沌 现象 .下 


表 列 出 了 xum Az, (1 一 z, ) 的 部 分 数值 计算 结果 , 它 表明 了 运动 的 随机 性 和 对 于 初 值 的 敏感 
依赖 人性， 
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46.2.1. c—Ax(1- z EH IECUR Gc RUE 
由 Enri 74x. Tn MÄE rm+1 


xg = 0.100 000 01 me = 0.100 000 1 


0.360 000 003 2 0.360 000 032 0 
0.921 600 035 8 0.921 600 358 4 


0.289 013 639 1 0.289 012 551 2 


0.147 824 444 9 0.147 715 428 1 


0.277 569 081 0 0.435 057 399 7 0.973 249 588 2 
0.802 094 386 2 0.983 129 834 6 0.104 139 309 1 
0.634 955 927 4 0.066 342 251 5 0.373 177 253 6 


为 进一步 分 析 研 究 上 述 一 维 映 射 倍 周期 分 侈 导向 混沌 的 现象 ,人 人 们 用 计算 机 计算 对 应 于 
参数 wx 的 系统 的 周期 点 z 的 值 .在 选 代 运 算 时 ,去掉 与 初始 值 有 关 的 开始 500 次 的 显示 ,并 适 
当选 取 参 数 wx 的 增 量 ( 即 步 长 ) 而 用 e 为 横 坐 标 , 用 选 代 次 数 500 以 上 直到 5 000 的 所 得 值 为 
纵 坐 标 作 图 (图 56.2.2), 就 可 得 出 下 列 图 形 ,其 中 第 二 个 图 形 是 第 一 个 图 形 的 一 个 局 部 放大 . 

由 图 可 见 , < jw 时 ,随和 值 增 大 ,依次 出 现 2" 周期 分 贫 , 当 au, ,情况 完全 不 同 ,x Ex 
慎 是 随机 的 , 即 出 现 混沌 .从 图 还 可 见 , “混沌 区 ”并非 混 乱 一 片 ,从 右 向 左 ,z 取 值 可 分 为 2" 个 
带 ,n 二 0,1,2,3,…, 图 中 以 aP 表示 周期 点 ,nl 表示 混 汪 区 内 x 取 值 所 分 成 的 2° 个 带 , s 
是 它们 分 别 从 两 边 相向 收 人 证 的 共同 极限 . 

进一步 ,把 + 和 参数 jg 的 尺度 放大 ,还 可 以 发 现 ,在 混沌 区 还 存在 许多 周期 “ 密 口 ”, 即 几 
FAREA, W jy —3.83 附近 的 3P 窗口 .3P 向 左 依次 还 有 5P ,7P,9P 等 窗口 ,在 27 带 内 
则 恢 次 有 6P,10P,14P 等 窗口 ,在 41 带 内 则 依次 有 12P,20P,28P 等 窗口 ,如 此 等 等 . 

上 述 结 果 印 证 了 Sarkovskii( 参 见 [44]) 的 一 个 著名 定理 :对 于 正 整 数 的 下 述 排序 : 
34547494. 42x342x54d2x742x94--422 x3q42? x542 x747 x94 
sqq2'x302" x 52^ x 742^ x9q9-- 9274277 q-- 42/42 422 4241, 

若 R 上 连续 映射 /具有 一 个 周期 p Sli p«1o,08 f DR SIBI q 轨道 . 

根据 这 个 定理 , 若 f 有 周期 p 轨道 而 p 隆 2 , 则 上 有 周期 2" 轨道 .特别 ,车 了 有 周期 3 胃 
道 , 则 上 必 有 一 切 周 期 ”轨道 ,mnEN. 进 一 步 还 有 下 述 著名 的 定理 ， 

定理 6.2.1(Li-Yorke 定理 (参见 [31])) BE JCR 是 一 个 区 间 , f JJ] 连续 . 设 有 一 点 a 
EJ E b= fla) c= f" (a)fld2 P (a), B qaa p< < Bl da blc, 

(D Vn€N, f 1E] 中 有 周期 x 点 ; I 

(2) 存 在 一 个 不 可 数 集 SC J ,S PRE f 的 周期 点 ,并 且 存 在 常数 8>0, 使 得 

(iD 对 每 两 个 点 p aC S. pqa, A | 
lim! (9) fr (9)1228, 
lim | G2 - P G0 -0, 
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BH 6.2.2 


(0M ST pE S MR WIB 2 € / ,有 
lim | Cg) (421 28. 


这 个 定理 表示 了 "周期 3 Mr MERO RENERE, 
6.3 单 边 符号 动力 系统 


现在 我 们 将 建立 一 种 符号 动力 系统 , 它 使 我 们 能 把 一 些 动 力 系 时 的 者 种 性 恋 特别 是 混沌 
tS de ORBE 

Tülesut£m E= |nne) n €10,10], € Z. |l, BI Z cH" R OE xp pij 
(so5, 5,772, BETE E. EATEN: EX E—R. HERS 


dis,t) x — :二 
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容易 验证 ,d 是 上 的 距离 , 即 x 成 为 一 个 距离 空间 ,在 上 可 建立 左 移 映 射 sz :3->3， 
fiis. 
gÜsos 357) — (5,555577, Yssa n )€ E, 
Wi Io lez, LEE 为 单 边 符 号 动力 系统 . 
为 了 对 此 系统 有 更 好 芍 了 解 ,我 们 需要 下 面 的 命题 . 
命题 6.3.1 (1) 设 1:,sEB,t= ntu tus sm sos soc O r m s b 70,7, n, ll 
dls, OSI 2, # dGs «1/27 ibn = s e 50y, n. 
{2) 左 移 映 射 :了 -> 工 是 连续 的 . 
证 明 (DX s, = z k&n M 


a 


d(s,t)— | s, ul. ET tl - =+; 
> 2: > 2* <> > 2 


kzÜ k-nt*i 


另 一 方面 , 若 d(s,t)<1/2", 且 存在 kn fË s sen WE 
] [sza] 1.1 
2:2 d.) 2 73 7 y 


RETH. 

DIEE e2>0 fl s=(ss s EEAS 1 
-)1/2,4H Ba. 满足 1/2" <s, 故 若 := 
(hn ')6€ X38@&d(s,:)<8=1/21 出 由 
(18 s=, SC 1, TS j 

d(a(t),o (S) &1/2^ € e, 
Hl o 是 连续 的 .证 毕 . 

SU TESTE D BH ZEE h o: X— x 来 刻画 
PANEMA F (r)-or(1—2z),a 24.2 WEE 
6.3.1. 我 们 感 兴趣 的 是 给 出 F. 的 混沌 不 变 集 以 o 
RF, 在 此 集 上 的 性 态 ， 

容易 得 出 

| FiCx)]--9(b—9),V z€ (— 99,00 U(z ,z,)U(1,+ co), (6.3.1) 
这 里 zx。 -0/2)0 £4/1-4/a). 

ib I,-[0,x.], f; —[x. ,元 图 6.3.1), 则 BIASAEREDMER TE ILU I, 中 .事实 上 根据 

式 (6.3.1) ,不 难看 到 F, 的 不 变 集 为 
和 ={EpUDIRPzETUTD ,YnEN| 
—i|x:F)J€[0,1], Va C NI, 


亦 即 | 
A= Ez" (0,1). 
对 比 一 下 Cantor 三 分 集 的 构造 ,不 难看 出 A 的 构造 儿 乎 是 一 样 的 ,只 不 过 这 里 不 是 对 区 
间 进 行 三 等 分 | 
下 面 建立 映射 工 :4 一 互 如 下 :对 于 任 一 zxEA,T(z)= (ss tes) E, ER 
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n T FODOCH, n-0,1,2,""(F'(z)- x). 


0, 若 下 (zx)E Il, 
定理 6.3.1 T: A— Y PRR. 
证 明 首先 ,我 们 证 明 A 中 不 同 点 的 像 是 不 相同 的 .事实 上 , 任 取 zy CA ry EA 

T(r)= TCy), 则 对 于 任意 0270, Fz Ce) FS Cy) RDRCTETXIBIE L, SEE L. HF F. # I 3 L. E 
MERAH AY Ellr, y BUR FLGOCIQUI RERE r, yA. mih A 的 构造 木 难 
看 出 , 同 Cantor 三 分 集 一 样 ,4 是 不 断 地 把 [0,1] 剩 下 来 的 区 间 分 成 三 部 分 ,去 掉 中 间 开 区 间 
的 部 分 而 得 到 的 ,由 A 不 可 能 售 有 区 间 ,矛盾 .所 以 T AET y). 
其 次 ,我 们 证 明 TCA) 9 X XE BIB] JCf10,1] ,如 图 6.3.1 PR, FL DRAMA 
闭 区 间 分 别 在 五 和 了 中 .注意 到 这 一 点 ,我 们 任 取 了 = (s.s us eo ES HEN 
laars = iz€f0o,1]:z€ I. QFQGDEI, US Filo) EL } 
= NF (LON OF), 
由 于 I F. (1) 是 单个 闭 区 间 , 而 L... = LO FL (T... ) ,由 数学 归纳 法 得 LLL, d 
然 是 单个 闭 区 间 . 注意 到 Loo, DL, is, ,由 闭 区 间 套 定理 , 必 存 在 z€ Q Lis, ,这 也 就 
是 说 ,存在 SCA, T(r)= (so081" 8 h. | 
最 后 ,我 们 证 明 T 的 连续 性 . 任 歌 € A. T(z)= (ss s s). EE 620, n FE 
大 使 得 12"<e. 由 于 已 在 [0,1] 上 连续 ,所 以 存在 83>0, 使 得 当 |z -y[<8,yEA 时 有 
F(E 17 4/ a,b -0,1, 77. n 
这 意味 着 Fo (>)5Ej 成 (y) (k= 人 0,… ,x) 同 属于 L 或 者 了 ,从 而 可 以 写成 
T(z)= (s sisa a), TO m (səsi staa 
由 此 得 
d(T) TOSE «e, V y€ A, Ix - 51, 


所 以 工 是 连续 的 ， 
当然 ,我 们 还 容易 证 盟 T EA 也 是 连续 的 ,所 以 下 是 同 有 是 .证 毕 . 
接 下 来 我 们 看 一 看 F, So 闻 的 关系 . 任 取 rEA, tE THES 
了 和 (人 
这 也 就 是 
F,-TsaT:A-—A, 
a= TE T 5—5, 
所 以 F,1。 与 = 是 拓扑 等 价 的 ,这 意 昧 着 这 两 个 映射 在 本 质 上 是 一 样 的 . F. | 。 的 研究 完全 可 


以 转化 为 堪 移 映射 = 的 研究 .而 o 是 如 此 简单 明了 ， 使 得 我 们 能 把 它 蕊 的 各 种 轨道 都 看 得 非常 清 
楚 , 例 如 o 的 不 动 点 为 


(000---)FüCT t), 
c 的 周期 2 轨道 为 
i (010101---2, (101010---)] , 
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c HAH 3 Sio 
| (001001 ---5 , (010010---), (100100--) RIT (110110772, (1011012, (01101177), 
RERE I o^ 有 8 个 不 动 点 : (000:…),(111…), (001001 2, (010010---2, (100100---) 
(110110---), (101101) 和 (011011.…), 
一 般 地 ,有 映射 a" 有 2* 个 不 动 点 : 
(555,775, 15051778, 177), s € 10,11 让 一 在, 一， 
不 难看 到 = 的 周期 轨道 的 全 体 组 成 的 集合 在 中 稠密 ,因为 任 取 s m (sss, PE 
三 ,有 冰期 点 pa = Cos snso31…5，*…) ,使 得 
I P. Ts,  n— oa, 
现在 证 明 2 关于 so EATER. rR € X 如 下 : 
所 有 的 4 ut atl 
s=( 01 00110110--0-—-0- sys es elede), 
FH. s, 


则 对 任意 = Goss) € Z IMEIE kB Cs) = (s0…s,…), 从 而 得 到 
a(? G) Os. | 


由 于 可 以 事先 取得 任意 大 以 及 : 的 任意 性 ,可 知 以 * 为 初 值 的 轨道 在 5 中 稠密 ,因此 了 
关于 o 是 拓扑 可 传 的 .， 
下 面 我 们 还 将 看 到 o ÆI LATHER RERE EE ER s, EI, sri s 
=(sevs sn) t= (tat o). rs n EB ESPRIT 
e"(s)=(s,sa nu Gom (uu) 
可 得 
dlos) o (2) 1, — s. |= 1. 
B EE E o 的 混沌 不 变 集 . 
注意 到 F |。 与 拓扑 等 价 ,由 上 面 所 述 ,我 们 实际 上 已 经 证 明 如 下 的 定理 . 
定理 6.3.2 设 a>4, 则 A JE F, 的 混沌 不 变 集 ,FF 的 所 有 周期 点 组 成 的 集 在 4 中 稠密 ， 
B A 关于 FF, 是 拓扑 可 传 的 . | 
最 后 ,我 们 注意 到 在 定理 6.3.1 的 证 明 中 , 若 用 Cantor 三 分 集 代 替 其 中 的 A, SMER 


` f(a)= -3lx A RA F,, 册 同样 有 Cantor 三 分 集 与 同 胚 ,从 而 有 下 述 定理 . 
定理 6.3.3 Cantor 三 分 集 与 A FR. 


按照 广义 的 说 法 ,把 同 Cantor 三 分 集 疝 有 是 的 集合 都 称 之 为 Cantor 集 ， 所 以 我 们 可 以 称 A 
为 Cantor Æ. 1 


6.4 Smale 马 蹄 和 双边 符号 动力 系统 


TE 6.2 和 6.3 中 ,我 们 介绍 了 逻辑 斯 蒂 映射 的 混沌 性 态 .其 实 逻 辑 斯 蒂 映 射 也 就 是 以 抛物 
线 作为 图 像 的 一 维 映 射 , 它 的 本 质 是 其 图 像 中 出 现 了 一 个 峰 . 而 抛物 线 并 不 是 本 质 的 ,人 们 往 
住 能 在 单 峰 映射 中 找到 与 逻辑 斯 蒂 映 射 几乎 一 样 的 混沌 性 态 , 现 在 我 们 将 6.3 的 思想 运用 到 
ERAR ,对 一 类 充分 “ 陡 " 的 二 维 映射 利 用 符号 动力 系统 来 寻找 其 各 种 混 淖 性 态 ,来 天 画 其 
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混沌 不 变 集 . 这 个 不 变 集 就 是 我 们 下 面 讲 到 的 
Smale 马蹄 .从 历史 上 看 Smale 55 BR E A ITI in 
XP S ABRE A A T (R,T45]) , 它 在 混沌 


S% 1 Hw 
理论 的 发 展 中 起 了 至 关 重 要 的 作用 .. = N >= Hu 
下 面 给 出 Smale 马蹄 的 构造 . 16 
令 S-[0,1] x[0,1]CCR' ,定义 映射 F: S RININ C "i 
R^, fU 6.4.1 FR, F ERKE H, 和 H, L IA iul Yoo Yon ka Ko 
jg WEBS CH 09 4 os — haba V, 和 V. e (b) 
F(S) 就 是 图 G.4.1 (a) HEREA À B EL B. H 图 6.4.1 Smale 马蹄 的 构造 
图 中 可 见 F 满足 条 件 
A Q -À Ü 
DF(2)| ,= p j, DFGO| 。 =| 5 MI 


其 中 0<24<1<y/2, 即 下 在 水 平方 向 把 责 nda fü, TEREN ANE H, 拉 长 y fü. 
定义 Smale Hj. 


A= f| PG) (FI(S)= S), 
显然 ,A EF 和 太 BRER JAD FE MF REA 上 的 动力 系统 ,有 目下 在 A 上 生成 双边 的 


动力 系统 (注意 逻辑 斯 蒂 映 射 是 不 可 逆 的 ,所 以 不 可 能 生成 双边 的 动力 系统 ). 
BET FUCGODS-HUH, AR SNF(S)= VoUVi,F™(S)N 作 SNF(S) 是 四 个 高 为 


Y^ OUS A 的 逢 形 之 并 .类 似 地 , Á FOE 个 高 为 x*, 宽 为 2° 的 逢 形 之 并 .从 而 A 是 


一 个 R 中 的 紧 的 ,完全 的 ,完全 不 连通 的 子 集 . 利用 下 面 的 定理 6.4.1 就 得 出 :A 是 Cantor 
集 . 


定理 6.4. 1(Hocking- Young] 27]) 任何 紧 的 、 完全 的 、 7627 PEG RS FE BE S SLT 
Cantor 三 分 集 . | 
同 6.3 中 一 样 ,我 们 将 把 F: A—-A 转化 成 左 移 映 射 o: z X ,其 中 
B={s ns Sos n EOL REZ.. 
通常 称 o^: E—X(RCZYDAEXGATPSSUBES. 
由 于 X 中 序列 是 双向 无 限 的 ,为 了 明确 趣 兄 ,我们 定义 
了 人 
Joh T (z)= i F (z)€ HG -0,1,/€2). 
另 一 方面 ,在 Z EEEN | 


dís,t)— X It hl 


H spes. PEDE Fort e Qs) E, 则 5 成 为 距离 空间 . E 
6.3 中 _ 样 TA =E RARE, HA F(x)— T Tle), " o Tris IT), E F Sao 


拓扑 等 价 , 从 而 同 6.3 —8 209138 71 & SE F* 1L, (REZ) 完 全 可 以 看 成 是 双 迪 符号 动力 系统 
eix-—E(RCLE. 


容易 看 到 ,a 的 不 动 点 为 (…000…) = CO RICH UE) 7 00^ 85001) (00D (192^, 
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(0001)".(1110)'.(1100) 和 (1010) 分 别 是 周期 2.3_.3.4.4.4.4 点 (这 里 ()' 表 示 对 插 导 中 的 
符号 进行 周期 延 拓 而 得 的 符号 列 ). 进一步 ,我 们 还 可 以 看 到 , 双 癌 系统 (EF) 所 有 以 下 列 
类 型 的 点 为 初 值 的 轨道 是 疗 宿 轨道 : 

(--005., rs i spss DD), Cells ums assins lieo, 
iH nCZ..n€io,ll,k—-—m,,n. 

我 们 还 可 以 看 到 X Xo 是 拓扑 可 传 的 ,因为 令 


所 有 的 s， mii au 
=(- 0 01 00 0 100 010 001 110 101 011 1 
所 有 的 + _ | 5051 FAR 55 res, 


E 6.3 中 完全 一 样 , 单 向 轨道 {se Gk E a pR. 

TA. S 的 所 有 周期 点 组 成 的 集合 在 TME. 

最 后 ,我 们 还 将 看 到 x ERE, M a 在 上 关于 初 值 有 着 敏感 的 依赖 性 .事实 上 ,Ys = 
(Gesaan a OEE Ra, E 中 以 s 为 中 心 以 5 为 半径 的 开 球 为 

BlssB)= € X:d(5,0) 48], — 
取 n 充分 大 使 得 112 «6, HR S Gs ts a Sesi sate), Bl z Sis 仅 在 第 x 个 
符号 处 不 相 向 ,出 i 
dls, t) 7 1s, 7 t, l/27 = 1/2n <8, 

故 得 C B(s,8). HB d(o (2,0 ()) 1s, t, |= 1, 所 以 说 卫 是 oz 的 混 汪 不 变 集 . 

综 上 所 述 ,我 们 得 出 如 下 定理 . 

定理 6.4.2. 符号 动力 系统 o: E E RAFINHA: 

(DE 中 含有 可 数 无 限 个 局 期 轨道 ,对 于 每 一 之 1 81393 p 轨道 的 个 数 大 约 为 2 Jk; 

DE 中 所 有 周期 点 所 组 成 的 集合 在 2 中 稠密 ，; 

(3) E 中 含有 无 限 不 可 数 个 非 周 期 轨道 ; 

(4) 王 是 z 的 混沌 不 蛮 集 ; 

(5)X XT c 是 拓扑 可 传 的 ， 

由 于 下 与 a 拓扑 等 价 ,把 定理 6,4.2 BJ z fux 分 别 换 成 F RIA 时 ， ERARI SER UL 
地 说 ,有 下 述 定理 . 

定理 6.4.3 Smale BRS F: A— A 具有 下 列 性 质 ; 

(DA 中 含有 可 数 无 限 个 周期 轨道 ,对 于 每 一 上 >1, 周 期 大 轨道 的 个 数 大 约 为 2 大 ; 

(DA 中 所 有 周期 点 组 成 的 集合 在 A HHR, 

(Da 中 会 有 无 限 不 可 数 个 非 周 期 轨道 ; 

(4)A BAHIRA A (R20 BEND E ; 

(5) A XT 3I St o^ (Ez dn RT fa). 

值得 注意 的 是 Smale 马蹄 映射 F 仅 基 -一 种 人 为 的 非常 特殊 的 映射 .重要 的 是 ,上 在 上 A 的 
邻近 是 结构 稳定 的 , 即 关 下 经 C! Nonii 2g FLA F SF YEA 邻近 拓扑 等 价 , 从 而 六 也 
有 一 个 混沌 不 变 集 不 ,这 时 我 们 也 称 4 5A 拓扑 等 价 .实际 上 下 在 HH, 和 H, 上 的 线性 性 质 
并 不 是 必要 的 . 

一 般 来 说 ,对 于 映射 P: R RE 6.4.2, P RE — SR BL E K p 的 稳定 流 形 
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W (pp) 和 不 稳定 流 形 W (pE ç 点 横 截 相交 
《 即 相 交 而 不 相 切 ), 这 时 以 4 为 莉 值 的 两 轨道 
Ib Cao usw FIL p “(gq)| ,sw 恰好 组 成 点 p 的 辐 
EEUE TER g AA p 相应 的 横 截 同 宿 点 , 则 容易 
找到 一 带 形 区 域 S 和 NN 写 1, 使 得 P": S— R° EL 
有 如 图 6.4.2 所 示 的 形式 . 这 里 PCS) RUM 5 
前 面 的 Smale 马蹄 不 尽 相 同 ,但 本 质 土 是 一 样 
的 ,关键 是 使 P'(S)5 S Hox n rz a9 S 
Bi 


下 面 介绍 本 节 的 主要 定理 . 
定理 6.4.4(Smale-Birkhoff 同 宿 定理 ) P P:R^— R^ EATARRA, RARA 
p 以 及 和 pp 相应 的 横 截 同 宿 点 9, 则 P 有 一 个 混沌 不 变 集 A, 且 存在 n>0, 使 得 PP:A->A 与 
左 称 映 射 s:3 一 3 拓扑 等 价 . l 
由 此 定理 可 见 定 理 6.4.3 对 Pia 依然 成 立 . 事实 上 P' 在 A 的 邻 域 上 关于 初 值 具有 第 
感 的 依赖 性 ,也 就 是 说 P R: RO 生成 R 上 的 一 个 混沌 的 动力 系统 , 值得 注意 的 是 ,定理 
6.4.4 th R° 换 成 任意 天 维 空间 R: (p >2) 时 ,相应 的 结论 仍然 成 立 ( 见 1461). 


6.5 Hénon 映射 


在 上 一 节 中 Smale 马蹄 映射 下: S 一 F{S) 具 有 混沌 不 变 集 ,但 这 个 集合 不 一 定 是 吸引 的 . 
在 这 里 ,我 们 希望 给 出 映射 下 ,把 S 映射 到 S 的 内 部 ,使 得 原来 的 混沌 不 变 集 成 为 混沌 吸引 
于 .这 种 映射 与 6.2 中 的 逻辑 斯 蒂 映 射 是 非常 相像 的 . 

天 文学 家 Hénon 从 研究 球状 星团 中 ,以 及 从 Lorenz 吸引 子 中 得 到 启发 给 出 了 下 列 Hénon 
AOE [26]): | 


T 


,570.3,a =1.4. 


_ P ti-ax! 
y i bx 

这 个 映射 的 非 线 性 部 分 来 自 于 逻辑 斯 蒂 映 射 ,而 且 若 把 F ORT or 轴 的 分 量 F (xz,y)=y+1 一 
ax 限制 在 x WE, MRENE f (z)=1- az:. 另 一 方面 ,也 可 以 把 FER FUR A 
的 选 加 ， 


FRR ,| 


所 以 "| =T TT M ,其 中 T, T, T AEAF E. 
Jy 
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Æ 6.5.1 


注意 到 F 的 Jacobi 行列 式 为 
xii |-2ar 1| — 2 
ss oe[(*])- | 28 2| -os 
F:R!—R! 是 一 一 映射 ,但 下 是 收缩 面积 的 映射 .例如 , 设 图 6.5. 10a) "P IHRE: S, UE Cd) rb 
F(tS) 的 面积 是 S BJ 0.3 fË. 


在 [26] 中 ,Henon 分 别 取 两 个 初始 点 (” ) = MET S) = {0.189 406 34 ,并 利用 计算 


机 ,分 别 求 出 了 两 轨道 °") = p" (7^ ) 的 前 10 000 个 点 (><10 000). 把 这 些 点 (去 掉 初 奴 若 于 


个 ) 在 坐标 系 中 表示 出 来 ,就 得 出 如 下 两 幅 几 乎 没有 任何 区 别 的 图 { 图 6.5,2 和 图 6.5.3). 由 
此 我 们 可 以 猜想 到 系统 F 应 该 有 一 个 吸引 集 4, 它 的 几何 形状 同 图 中 的 轨道 


i =r h): "220 AI ar ER 中 几乎 无 法 区 分 .事实 上 ,吸引 集 À 包含 于 由 (zo os) 


= (0,0) 出 发 的 轨道 的 闭 包 ,这 也 就 是 说 A 是 拓扑 可 传 的 . 

我 们 还 可 以 发 现存 在 着 一 个 开 集 UDANE 6.5.4) ,使 得 任何 以 U 中 点 为 初 值 的 轨道 
最 终 必 被 4 WRS] , PEAR A 是 吸引 子 ( 见 [12]). 注意 到 4 是 由 收缩 而 成 ,例如 F( vii 
面积 是 U 的 面积 的 0,3 人 和信, 所 以 A 的 二 维 Lebesgue 测度 为 零 . 由 图 6.5.4 还 可 见 
QF). 


进一步 , 若 把 图 6.5.3 中 落 在 小 框 内 ise N =F" ( :nl0 un" 


6.5.5. 
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45 -10 S ô 0 10 LS 


E 6.5.2 zo -0,», =Ü 


FU) 


& 6.5.4 


-L5 -10 5 Ü 9.5 10 1.5 


0.21 


间 样 , B PH 6.5.5 中 位 于 小 框 内 的 轨道 
AG) en) noa X nci 则 得 


6.5.6. 
由 此 可 兄 , 若 与 z 轴 平 行 的 直线 艇 与 A 相交 
而 不 相 切 ,那么 ,所 有 这 些 交 点 所 组 成 的 集合 必 是 
一 个 Cantor R, 从 而 吸引 于 A 中 所 有 位 于 图 
6.5.3 的 小 方 框 内 的 点 组 成 之 集 是 一 簇 Cantor 线 
段 ,该 集 虽 含 不 可 数 条 互 不 相交 的 线段 ,但 其 二 维 
勒 贝 格 测度 孝 为 替 . 因此 根据 下 一 章 的 论述 ,可 知 
A 是 一 个 分 形 集 ,从 而 A 是 动力 系统 瑚 的 奇怪 吸 
引子 . 
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从 前 面 可 和 看 到 ,一 些 非 线性 动力 系统 的 奇怪 吸引 子 在 空间 几 柯 结构 上 非常 复杂 ,但 又 呈现 
出 一 定 的 特征 ,这 就 是 它们 具有 无 穷 九 套 的 自 相 似 性 . 

在 自然 界 中 具有 自 相 似 性 的 现象 十 分 普通 ,例如 密 孔 材料 结构 .雪花 的 图 案 . 内 电 的 树 状 
径 迹 . 虹 几 肌 折 的 海岸 线 或 云 团 的 边缘 .人们 从 这 类 既 具 有 复杂 的 无 规则 性 又 含有 一 定 意 义 的 
自 相 似 人 性 的 几何 对 象 ,提出 了 分 形 的 概念 并 进行 深入 的 研究 .分 形 (Fractal) 这 个 词 最 早出 现 和 于 
分 形 几 何 黄 基 人 Benoit Mandelbrot1975 年 的 著作 中 . 

在 数学 上 ,早期 的 分 形 是 19 世纪 下 半 时 的 处 处 连续 且 处 处 不 可 微 的 Weierstrass 函数 的 
图 像 以 及 20 世纪 初 的 Cantor 三 分 集 . 因 此 , 早 在 Mandelbrot 之 前 ,分 形 就 已 出 现 .不 过 早期 的 
分 形 仅 作为 举例 之 用 ,人 们 并 没有 认识 到 它们 与 各 种 自然 现象 的 内 在 联系 . Mandelbrot 的 功绩 
在 于 利用 其 在 计算 机 方面 的 知识 把 各 种 分 形 绽 成 一 幅 幅 生动 的 图 像 , 另 一 方面 又 利用 其 在 自 
然 科学 方面 的 注 察 力 , 把 自然 界 的 许多 令 人 困 感 且 杂 乱 无 章 的 现 但 转化 为 分 形 模型 而 统一 在 
分 形 凡 何 的 框架 之 中 ,从 前 为 人 们 把 握 自 然 界 的 许 许 多 多 复杂 结构 和 形态 带 来 希望 ， 

什么 是 分 形 ,这 自然 是 一 个 基本 的 问题 , 遗 恨 的 是 到 上 县 前 为 止 还 没有 一 个 关于 分 形 的 完善 
定义 .可 以 说 ,对 于 分 形 的 定义 似乎 意 会 比 言传 更 合适 . 容易 想象 ,在 某 种 意义 下 , 票 浮 的 云彩 、 
河 涌 的 波涛 起伏 的 山 刻 以 及 许多 材料 的 断裂 面 都 可 以 看 成 分 形 . 常 见 的 分 形 往往 有 某 种 自 相 
似 性 ,如 海岸 线 的 自 相 性 可 以 按 Mandelbrot 的 下 面 这 段 话 来 理解 :“…… 在 一 张 比 例 尺 为 
1/100 000 的 地 图 上 观察 时 ,元 数 更 小 的 海湾 和 更 小 的 半岛 变 得 清晰 可 见 了 .在 一 张 比例 尺 为 
1/1 000 的 地 图 上 观察 时 ,更 小 更 小 的 海湾 和 半岛 又 出 现 了 ……”. 又 如 星云 ,一 张 放大 了 的 星 
团 的 照片 显示 击 还 有 更 小 的 星团 . 把 握 分 形 的 最 重要 的 手段 是 计算 分 形 的 各 种 维 数 , 在 此 我 
们 将 介绍 四 种 维 数 :拓扑 维 数 、Hausdorff 维 数 . 盒 维 数 和 相似 维 数 以 及 它们 间 的 关系 ,而 把 关 
于 分 形 定义 的 讨论 放 在 本 章 的 最 后 一 节 . 


7.1 Hausdorff 测度 


我 们 已 经 介绍 过 Lebesgue WE, 它 是 通常 的 长 度 、 面 积 和 体积 等 概念 的 延伸 , 它 使 得 我 们 
能 对 一 些 比 较 乱 的 集合 进行 度量 ， 如 一 维 集 的 长 度 . 二 维 集 的 面积 和 三 维 集 的 体积 .但 Man- 
delbrot 的 理论 使 人 们 意识 到 我 们 所 处 的 世界 中 还 有 许多 集合 其 维 数 并 非 怡 好 是 整数 .过 去 人 
们 在 处 理 这 类 集合 时 常 把 它们 的 维 数 当 成 整数 来 看 待 , 而 使 得 所 得 的 结果 不 蔡 理 炉 . 如 海岸 线 
常 是 非 一 维 的 ,而 过 去 常 把 它 当 成 线 来 度量 其 长 度 , 拟 得 的 结果 误差 很 大 ,这 就 如 同 用 长 度 单 
位 去 度量 面积 那样 幼稚 可 笑 . 所 以 我 们 有 必要 引进 一 种 新 的 测度 ， 

Hausdorff 测度 是 由 Hausdorff 于 1919 年 提出 ,并 由 Besicovitch 等 进一步 完善 而 得 到 的 . 

B ACR" IAI A 的 直径 diam A.XET3K 80, RICE LU, UO E A 的 一 个 5 38 


盖 , 若 ACY UU BHIU,«é. 
i=l 
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it ACR',sz20 和 30, 记 
X, CA) — inf LSID ID, 138 A 的 8 Bx, 


注意 到 当 5,256, 时 ,车 {0 | 为 A B9; 覆 羡 , 则 1 U1 为 A BJ ó, Blu SUE Xp (ASHEA), | 
从 而 我 们 定 六 A BJ s E Hausdorff 测度 为 
X" CA) «sup H (A) =lim X (A). 
下 前 让 我 们 比较 一 下 n 维 Hausdorff 测度 2€". 5 n 维 Lebesgue WE py" .注意 到 RR" PE 
径 为 2r 的 最 大 集合 是 半径 为 > 的 球 ,从 而 ,对 于 勒 贝 格 可 测 集 ACR" ,我 们 有 


3" (A) = sup inf'l > |B, |” :ÜB;DA, {BÆ R" 中 的 直径 小 于 6 的 一 列 球 |， 
而 Lebesgue 测度 就 是 物体 的 体积 ,我 们 又 有 | 

W CA) "sup inf! X) vol (B): Ü B;DA, B, HE R^ 中 的 直径 小 于 的 一 列 球 |， 
其 中 vol (B,) 表 示 球 B, 的 体积 .由 于 对 R° 中 的 中 心 在 = SEEDS r 的 球 B(z;r) 有 

vol (B(x37)) =vol (B(0;7)) =vol (801) 2^, 


故 
IB(xsz)* 2 Qr) 2 vol (B(z;r))/vol (B(0:2-)), 
从 而 
n — n 1 aca U 2 "x T 
Fd (A)7 u (A)/ vol (B(0;2))=— = (A),AC Z * 


其 中 F(z) 是 T 函数 (T(z)= | etdz(Re x20). 


下 面 我 们 给 出 一 个 显而易见 的 性 质 . 
定理 7.1.1 Ë 5220, HL A20, 2€ (44) 2 AC (AD AE AA S Az: x C AL, BB A JE 
比例 放大 4 fi. i - 
证 明 ÆU IA A 的 一 个 5 覆盖, 则 |4U,j 为 AA 的 一 个 好 覆盖 .所 以 对 于 任 一 3 DERE 
| 有 
AALY au | =A | Ul’, 
从 而 
X3 (AA) AUS CA), 
4 8 一 0 得 
X (AASA (A). 
在 上 式 中 用 A 代替 44 ,4 (686 1/4, 8 
H(A VEX P CAD, 
从 而 得 到 所 需 的 等 式 .证 毕 . 
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7.2 Hausdorff 维 数 和 拓扑 维 数 


对 于 二 维 正方 形 A 210,1] x [0,11, 其 体积 A (A)=0, 其 面积 jy* (A)=1, 而 其 长 度 
(A= oo, 其实 对 于 Hausdorff 测度 而 言 也 有 同样 的 情形 , Vt A 的 Hausdorff W E 0 < 
3X" (A)« oo, MAF A BHE— 6 PRESE l U, IRT e 0, 


DIU, p** "MIU ,DUNSe ult, 


Xr TU, 到 下 确 四 和 
EA T AVSA AS E A), 
令 6048 


X*(A)20,3 7 (A) 2o, 
这 使 我 们 定义 集 A 的 Hausdorff 维 数 d, (A ) 为 
dal A= ini s: (A) 20] —sup Ís: (A)= œ}. 
在 分 形 理论 中 还 常会 出 现 拓 扑 维 数 , 给 出 其 定义 是 必要 的 .让 我 们 先 注意 到 这 样 一 些 简 单 
的 事实 :对 于 一 根 长 度 为 工 的 线段 4 , 若 用 长 度 小 于 工 的 开 区 间 去 兽 , 则 需要 两 个 这 样 的 开 区 
间 ; 车 是 对 于 直径 为 上 的 二 维 圆 盘 , 则 需要 三 个 直径 小 于 工 的 开 圆 盘 才 能 盖 住 ;进一步 地 ,至 
少 需要 四 个 直径 小 于 工 的 开 球 才能 盖 住 一 个 直径 为 L 的 球 .这 使 得 我 们 给 出 如 下 概念 . 
对 于 ACR ,k 称 为 4 的 拓扑 维 数 , 记 为 dz(4), 若 上 是 满足 下 列 条 件 的 最 小 整数 :Y6 
20 jn R" 中 的 开 球 列 1B, | 为 4 的 8 覆盖 ,使 得 18:} 中 任何 +2 PARRER. 
给 出 几 个 拓扑 维 数 的 计算 例子 . 
97 2.1 Cantor 三 分 集 A, 的 拓扑 维 数 d. (A) —0. 事实 上 ， 注意 到 Gu (AQ) -0, HA; 
FE iH E, IV 570, FBR A, 的 一 个 5 覆盖 为 互 不 相 变 的 开 区 间 列 , 故 CAS) 70. 
例 7.2.2 Sierpinski Œ S jdn TAE SE a, (S) — 1.Sierpinski 垫 是 由 一 个 初始 边 长 为 > 的 
等 边 三 角形 反复 去 掉 边 长 为 原 三 角形 的 一 半 且 顶点 在 原 三 角形 各 边 的 中 点 的 开 的 三 角形 而 得 
出 的 ,其 构造 步 又 如 图 7.2.1. 


EH 7.2.1 Sierpinski $H HE 


注意 到 边 长 为 > 的 等 边 三 角形 的 外 接 贺 的 直径 为 2437 ,所 以 经 第 一 步 后 E, MAN 3 + 


三 角形 的 外 接 辆 的 直径 都 是 (35…, 第 步 后 所 利 的 3+ 个 三 角形 外 接 加 的 直径 为 2 了 


从 而 YW8>0, 取 充分 大 使 得 8>e ZI c JE e 充分 小 ,使 得 我 们 可 以 取 直 径 为 e+ 


"p 
3-25 ! 


的 3 个 开 圆 盘 ,分 别 盖 住 E, 中 的 3: 个 等 边 三 角形 , 且 可 调整 位 置 使 它们 中 的 任何 三 
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ARAR TESE, AA dL (S) 1. 
例 7.2.3 Koch 曲线 K BydndhAEX d; (K) 1. Koch 
曲线 的 构造 如 图 7.2.2. 
设 Eu 是 单位 长 度 的 线段 ,E; 是 由 E, 除去 中 间 1/3 / N 
等 分 线段 而 代 之 以 底 边 在 除去 的 线 眉 上 的 等 边 三 角形 另 
外 两 边 所 得 到 的 集 . 因此 E, 由 四 条 长 度 为 1/3 的 线段 组 PERS 
成 ,依次 类 推 得 E, 是 把 了 及 ,的 每 条 直线 段 中间 1/3 KE 
”为 边 的 等 边 三 角形 另外 两 条 边 与 原 线段 的 两 条 边 连接 而 uS TL 
成 .因此 ,EE, 由 4° 条 长 度 为 1/3* 的 线段 连接 成 的 . 当 k> 
co 时 ,得 极限 K 并 称 其 为 Koch 曲线 . E 2. 
对 于 K 的 拓扑 维 数 可 以 如 下 求 得 ,由 于 E, 的 每 一 直 
£x Br REX 3 ^ PIU V 80, BT DAC e >0 TEASE, k 
充分 大 ,使 得 802643 ,而 使 得 4 AERA: 3 ^ BIN 7.2.2 Koch 曲线 的 构造 
心 分 别 在 每 一 线段 中 点 的 圈 盘 恰 是 天 的 一 个 8 赛 盖 . 任 何 
三 个 这 样 的 圆 盘 交 为 空 集 ,所 以 dr(K)=1. 


7.3 RH 


上 一 节 所 定义 的 Hansdorff 维 数 是 最 重要 的 维 数 之 一 ,但 其 计算 基 困 难 的 .这 征 因 为 定义 
中 所 涉及 的 8 覆盖 太 多 ,为 此 我 们 去 掉 一 些 8 SW oi XU RI FE: SPF ACR", S 
V,CA) S [U YUDA, |U | =8, (U2 R" PARR], 
则 对 于 so. 
n, CA) eint [3 4U UTU, J€ V,CA)], 


其 中 xz, CAE R 中 直径 为 8 EHJE SEA 的 球 的 最 小 个 数 . 由 于 <5 时 V4) 与 V, (A) 
间 没 有 必然 的 包含 或 被 包含 关系 , 芭 当 8-x0* 时 ,Bn (A} 的 极限 不 一 定 存在 ,所 以 记 
d CA) - lim &'2, CA), g'(A)- lim 92, 6A), 


《这 里 和 以 后 ,记号 lim g(6) 和 lim g(8) 分 别 表示 量 eE 3—0" 时 的 上 极限 和 下 极限 , 即 
DI 
dg (A) 7 inf (s20:4* (A) -Ol da (A) 5 sup (5:8 (A) 5 eo], 
并 分 别称 它们 为 A 的 上 盒 维 数 和 下 盒 维 数 . 4 2, (A) — d, lA, BR do CA) A HARR, 
记 其 为 a, (A). 
值得 注意 的 是 多 (4) = 及 (4) 时 ,车 记 其 为 弛 (4), 则 
d4 CA) sup 15:2 (A) —96l — inf 15:9 (A) — 0l. 
从 定义 可 见 
du CA) dg CA) d, CA). 
Mandelbrot[ 35 ] 给 出 了 关于 盒 维 数 的 下 列 定 理 . 
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定理 7.3.1 74 A 的 盒 维 数 存 在 时 ,有 
1 log n, (A) 
m7 1 


5-0 


= dg CA). 
log $ 
证 明 < d= Ti log ns CAM log e «d = lim log n, CAD/log 十 , 则 只 需 证 明 
d-d-dg(A). 
对 于 任意 <d K sd 
sim log n, (A)/log (1/8), 
即 存在 趋 于 零 的 点 列 1 尺 |, 使 得 
s<log na CA)/ log (1/8,), 
从 而 
n CA) 28,7, 
由 此 得 
BA) = lim (Ai PN (Alim 840, = oo, 
dg CA) 2 inf 15:8 (A) 01 Zed. 


另 一 方面 ,对 于 任意 的 上 > 入 和 人 @<s<tL 有 
slim log nə CA) log (1/8), 
Bi UE RT 918,10, 0, i18. 
5 log zt, (A)/log (1/8,), 
从 而 EE 
n CA) &&,*, 


P(A)= lim n (A)S lim ina CA) Slim 0,8, =0, 
ALARE 

dat A)=sup 15:27 (A) - eol xd, 
因此 ds CA Mcdsdsda(A). 证 毕 . 

盒 维 数 有 这 样 的 重要 性 质 , 即 集 4 的 盒 维 数 等 于 其 闭 包 和 A 的 盒 维 数 :du (A) — ds (A). 
这 是 与 Housdorff 维 数 大 相 径 庭 之 处 ,由 此 很 容易 找到 集合 A 使 得 zi CA) « dg CA). [ADEST 
[0,1] 中 的 有 理 数 集 A 是 可 数 集 , 故 as (A) 70.18 

d4 CA) d4 (A) 2 ds ([0,1])=1 . 

值得 注意 的 是 ,对 于 有 界 集 ACR, n, (OREXA 的 以 8 为 边 长 之 x 维 方 体 的 最 

少 个 数 时 ,相对 应 的 dr(A) 和 多 (4A) 等 与 上 述 所 得 却 是 一 致 的 . 


从 定理 7.3.1 可 见 , 当 4 =log 二 充分 大 时 , 若 记 


3] HE HER o 38 SF 3k al 
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log n; (A), 


fa LÀ) 


Li 


(AJA 


Jalar * dg 


Hl f. CA iE EUT ER E BRE R d, 


4) 即 为 求 此 函数 所 代表 的 直线 的 射 率 , 这 是 意 维 数 近 似 计 
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7.3.3 疾 国 一 部 分 海岸 线 C; 


d f nec da (AA BI a, CA) Dn Ja LA) ETOR a, CA) 
(A= W,K,G)ff tt. 

14 Bi gb de or REESE IRT A, = log 8, 8, = 1/4, 1/8, 1/12, 1/16, 1/24, 1/32, ,以 及 相 诬 
Tut W 和 Koch 曲线 K 的 函数 应 RU f. 而 言 , 当 上 充分 太 时 ,0 Lf CA RIA, v f (4,0) 
应 分 别 在 射 率 为 | 和 log dlog 3 的 直线 上 , 即 可 以 近似 地 认为 dg( 碘 jes1 以 及 du CK )== 
log 4/log 3, 对 于 G 则 往 难 找到 一 个 精确 的 合 维 数 , 设 f(4) 是 相应 于 G 的 函数 ,不 难看 到 ， 
无 人 的 斜率 可 以 看 成 

283—log 194. 2.45— 2.29 


3 i es Wt 
即 G it ici co 
dg()251.31. 
7.4 相似 维 数 


前 面 我 们 痊 给 出 过 一 些 非 常 特殊 的 梨 侣 ， 如 Cantor = 5E. Sierpinski 垫 和 Koch 曲线 
等 ,这 些 痕 人 台 都 有 这 样 一 种 共 辐 的 性 质 :其 整体 可 以 分 成 数 个 组 成 部 分 ,而 每 一 部 分 放大 一 个 
适当 倍数 ,再 经 刚体 运动 后 可 同 原 整体 重合 ,通常 我 们 把 满足 这 一 性 质 的 集 澡 称 为 严格 自 相似 
集 , 加 Cantor 集 可 以 分 成 两 部 分 ,每 一 部 分 是 原 焦 音 编 小 为 三 分 之 一 而 得 到 的 ,Koch 曲线 K 
是 加 个 1/3 的 K 的 并 集 ,而 Sierpinski 垫 则 是 四 个 由 原 扒 音箱 小 为 二 分 之 一 而 得 的 集 间 的 并 . 
对 于 这 样 一 些 严格 自 相 似 集 ,应 该 有 某 种 容易 计算 的 维 数 ,这 就 是 相似 维 数 ,其 定义 与 覆盖 
XXE. 
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我 们 先 做 一 些 准 备 . 
DAER: PRERE, MA d AXAR 定义 如 下 ;: 记 
di(r,A)-infllz—-yl:y€ AL,AC€X, 
而 令 d(A,B)7max isupid;(z, B): z& Al,sup id) (y, AV. y € BI, A, BC AX, 
Wi), d 是 距离 , 称 为 Hausdorff RB EST , JA Ifid 兆 蚌 一 个 距离 空间 , XR UD uEBB: o XT Hausdorff 
距离 是 完备 的 (参见 [14] ). 
定义 7,4.1 称 S: R" —R" 为 相似 映射 ,者 了 cE(0,1 ,使 得 
IS(x)-S(y)loselx- yl, V z,y€ R^, 
JUb c 称 为 S 的 压缩 率 .若干 个 相似 映射 S, sS, KERR OE S, ,定义 为 
(USOG)- UIS GOL VER. 
定理 7.4.1 Ht S,,--,5, 是 及 "上 的 一 组 相似 映射 , 则 存在 着 唯一 的 紧 集 AC X. EB A 
Ë S= Ü S, HE X ERRIA, Si 
A7 S(A)- USCA), 
且 Y 非 空 紧 集 BEH a(CS"(B), A)-*0(m-). 
证 明 由 压缩 喘 射 原理 只 需 证 明 S 作为 区 到 区 的 映射 是 压缩 的 . 
ceee 3185, ,-, 5, 的 压 第 率 , 则 0<c;< 之 1. 任 取 碎 ,BEX ,由 d 的 定义 
d(S(A), S(B)) 5 maxisupi di (y, S{(A)): yE S(B)} ,supldi(z, S(B)): z€ S(A)II, 
而 对 于 z€ S(A),y€ S(B),# 
d (SCA )mgxsupl d; (v US, (A)):v€ S (B) | 
max supl d, (v, S, (A)): v € S,(B)1, 
同样 有 
di(z , SLB)) max supl dí (w 5, (B)):w€ S, CADIT, 
从 而 
4 (SCA), S(B))mexlmax sup! di (v, 5,(A)):vE S, (B) , 
max supi di Cw, S, (B)):w€ S,CA)I] 
Smaxd(S, CA), S,(B)) 
&mex cd (A B), 
因此 S 是 完 备 的 喉 离 空间 兆 中 的 压缩 映射 ,由 压缩 映射 康 理 ,S 有 唯一 不 动 点 4 ,理由 压缩 映 
射 原理 的 证 明 可 见 , v RE BEX ,有 a(S”"(B), 有 A) 一 0(m 一 00). 证 毕 . 
很 据 此 定理 ,我 们 可 以 给 疾 格 自 相似 集 下 一 个 严格 且 赂 为 苗 刻 的 数学 定义 . 
定义 7.4.2 (1) 称 集 ACR 为 严格 自 相似 集 ,车 A ERR, HAER 中 某 一 组 相似 映 
射 之 并 S= ÜS EA RIA. 
(D cote DAE 51,7, S, 的 压缩 率 , 刚 定义 A HAE CA ) 为 方程 
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> c-1 
的 解 o. 

定理 7.4.1 还 说 明 如 何在 给 定 相似 喘 射 S, ,，…, S, 的 情况 下 去 寻求 相应 的 严格 自 相似 
集 .事实 上 YAEX, 当 加 一 oo 时 ,m 次 选 代 S"(A)( 这 里 S= Ü SORTEER HA A 
相似 集 .由 此 可 见 ,我 们 可 以 借助 于 计算 机 来 求 得 这 种 集合 . 

值得 注意 ,一 个 严格 自 相似 集 可 能 同时 是 数组 相似 映射 之 并 的 不 动 点 ,但 所 得 到 的 相似 维 
数 是 唯一 的 . 

下 面 我 们 回忆 一 下 前 面 所 提 到 过 的 几 个 集合 . 

Cantor 三 分 集 A, 是 两 个 相似 映射 S, (z) = 2/3, S, (2) - (x € 2)/3 的 并 映射 的 不 动 
点 , 即 Au= S, (AQ US, CAS, TE S, 与 S, 的 压缩 率 都 是 1/3, 所 以 Cantor 集 的 相似 维 数 为 


ds (A,) log 3/log 2, 它 是 方程 2[ 李 | =1 的 解 
Sierpinski # S 是 三 个 压缩 率 部 为 了 的 相似 也 射 S, LS, Ss 之 并 的 不 动 点 , 即 S= S,(S) 


US. CS)U S C3). 3 a c log 3/log 2 时 有 3[( 言 ) = 所 以 4.(S)=log 3/log2. 
Koch 曲线 K 是 四 个 相似 映射 S, S2, S: , S, 之 并 的 不 动 点 , 即 K = S.CK)US; OU 
S,(K)US,(K), 而 每 一 个 S MERRER E “= iog 4/log 3 MEIE} Y = 1, 所 以 


K 的 相似 维 数 为 d,(K)= log 4/log 3. 
值得 指出 ,线段 .正方形 和 立方 体 都 是 严格 自 相 | 
位 集 ,它们 的 相似 维 数 分 别 为 1.2.3, 就 是 它们 的 拓 | 
扑 维 数 . — | = | | 
下 面 我 们 举 一 个 相当 奇怪 的 例子 , 它 是 平面 图 
形 , 但 其 相似 维 数 太 于 2. 
根据 图 7.4.1 构造 得 到 一 个 严格 自 相 似 集 A. 
易 见 丰 是 由 13 个 压缩 率 和 合 为 1/3 HRN S, 
S;,…，Sw 而 得 , 即 A= Si(A}U-…U Si,(A). 由 于 


a 7 leg 13/ iog 3 是 方程 4[ 计 )=1 的 解 , 放 A 的 相 | | 
MEMA d, CA) = log 13/ log 322.335. 7.4.1 
在 集合 A 的 构造 中 可 见 , 在 第 二 步 开 始 ,图 形 


已 开始 重 和 伙 ,而 计算 相似 维 数 时 是 把 重合 的 部 分 重复 计算 在 内 的 ,这 就 导致 这 个 平面 图 形 的 相 
似 维 数 大 于 2. 
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7.5 分 形 维 数 阅 的 关系 


在 7.3 中 ,我 们 已 经 知道 du (A) &da (A); 且 存在 集合 A 使 得 zy CA) X d CAD) [EI 
格 自 相似 集 的 各 种 维 数 却 有 下 列 关 系 ( 参 见 [15]). 

定理 7.5.1 设 S,,…,S; ER 上 的 相似 映射 ,ACR" 是 紧 集 , 且 是 S= ÚS, 的 不 动 
点 , 即 A 是 严格 自 相 侯 集 , 则 

(1)d4 CA) 2 dg (A); 

(QUELS, S, 1 满足 下 列 开 集 条 件 ; 3 有 界 非 空 天 集 VC R" ,使 得 

SONS -HiFi X SVEV, 
那么 必然 有 
du(A)=ds(A)=ds(A). 
此 定理 是 重要 的 ,因为 它 减 小 了 求 严格 自 相似 集 的 Hausdorff 维 数 的 困难 .车 开 集 条 件 不 
满足 , 则 有 
dy (A) 2 da (Ads CA). 
# 4 是 如 图 ?7.4.1 所 构造 的 图 , 则 有 
dy (A) 7 dg (A)&2« ds (A) 7 log 13/ log 3. 

导 得 注意 的 是 ,应 用 此 定理 ,关键 在 于 验证 开 集 条 件 . Cantor 三 分 集 的 开 集 条 件 是 显 而 易 
RA, B) V = (0,1), ii S,(V2- (0,1/2, (V) =(2/3,1), S, (VUS, CV) C V BETA Can- 
tor 三 分 集 的 Hausdorft XR dz Sk 8k log 3/log 2. 

Sierpinski # S 满足 开 集 条 件 也 是 易 见 的 . 取 V OB E, 的 内 - 

部 ( 见 图 7.2.1), 则 S,(V),S,(V),S,( VE E, 的 三 个 黑 ⁄ ` 
三 角形 的 内 部 ,从 而 有 dí (S)= da CS) - log 3/log 2. ` 
Koch 曲 线 满 足 开 集 条 件 并 不 是 直接 可 以 看 到 的 . 如 图 .， n ^ 


————— —!— — Mi 


7.5.18 V 为 以 Pu SG AA SAUCES ARR MSO), IN SOY SSO 7 N 
S.C), S.CV)RI S (VARE E, kipya SO SV N sos 
边 三 角形 的 内 部 .从 而 有 S, CV)US;C)US,COOUSCV)CV, 图 7.5.1 

B S (VEA. i Koch 曲线 的 Hausdorff 维 数 和 盒 维 数 都 I 


Rog 4log 3. 
7.6 什么 是 分 形 


Mandelbrot 于 1975 年 首先 给 出 了 分 形 的 定义 :一 个 集合 称 之 为 分 形 , 若 其 Hausdorff 维 数 
大 于 拓扑 维 数 . 因此 , Cantor 三 分 集 、Koch 曲线 和 Sierpinski AEDE. 但 这 个 定义 却 排除 
了 其 他 许多 明显 是 分 形 的 集合 ,如 复 平面 C 上 的 Mandelbrot 集 M{ 见 [361). 关于 M 的 进一步 
放大 的 各 种 图 可 见于 [19] .实际 上 ,把 M 的 边界 点 邻近 放大 足够 倍数 就 可 见 一 个 与 M 本 身 完 
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全 一 样 的 桌 音 .所 以 M Es TE M 的 Hausdorff ERS Hi FFE fried 984. 


67.5.2 复 平面 上 的 Mandebi flirt A dtc: 


在 文献 [17] 中 ,Feder 曾 散 这 样 的 定义 :一 个 集 癌 称 为 分 形 , 车 其 整体 与 其 组 成 部 分 具有 
某 种 目 相 似 性 .他 还 指出 这 个 定 交 是 在 与 Mandelbrot 的 私人 通信 中 得 出 的 . 值得 注意 的 是 . 直 
RBE .正方形 . 正 方 体 都 是 严格 自 相 似 集 ,按照 以 上 定 文 ,它们 二 应 是 分 形 , 因为 尽管 这 里 的 " 革 
种 自 相 似 性 "可 以 秘方 面 去 理解 ,但 它 至 少 庶 包 洁 严 格 的 自 相似 性 , 所 以 :这 第 二 种 定 诡 也 是 不 
尽 台 理 的 .而 且 在 近年 来 的 各 种 广 献 中 ,特别 是 近 两 年 出 现 的 大 量 基 于 分形 的 论著 中 ,人们 几 
乎 都 没有 条 用 这 第 二 种 定 闷 . 人们 最 关心 的 分 形 , 或 者 说 独立 的 身 化 ,仍然 是 指 第 一 个 定 交 中 
WHE. 

BE CE A TOL WW EHE AEF- TERANSE 义 是 不 现实 的 ,因为 这 种 定 匀 不 是 排除 
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掉 一 些 有 兴趣 的 情形 ,就 是 把 一 些 明显 不 是 分 形 的 情形 也 包含 了 进来 .事实 上 ,是 分 形 和 不 是 
分 形 的 两 种 情形 之 间 并 没有 很 明显 的 界线 . 所 以 ,我 们 还 是 认同 Falconer[ 15] 所 持 的 观点 ,给 
分 形 下 一 个 如 下 的 “定义 ”. 

一 个 集合 A 称 为 分 形 , 若 A 满足 下 面 所 列 的 某 些 性 质 : 

(DA 具有 精细 的 结构 , 即 有 任意 小 比例 的 细节 ; 

(2)4 是 如 此 的 不 规则 ,以 至 它 的 整体 和 局 部 都 不 能 用 传统 的 几何 语言 来 描述 ; 

(DA 通常 有 某 种 自 相似 的 形式 ,可 能 是 近似 的 或 是 统计 的 ; 

(4)A 的 某 种 分 形 维 数 大 于 其 拓扑 维 数 ; 

(5) 在 大 多 数 令 人 感 兴趣 的 情形 下 ,A 以 非常 简单 的 方式 定义 ,或 由 选 代 产生 . 

值得 注意 的 是 ,自然 春 中 的 分 形 都 是 在 一 定 意义 下 而 言 的 ,它们 都 有 别 于 数学 中 的 分 形 ， 
正如 在 自然 界 中 不 可 能 有 真正 的 直线 和 圆 一 样 ,自然 界 中 并 无 真正 的 分 形 . 

以 上 所 讲 只 是 分 形 理 沦 中 最 基本 的 部 分 .近年 来 ,分 形 理论 发 展 迅速 ,而 且 分 形 的 理论 和 
应 用 已 经 深入 到 了 许多 科技 领域 之 中 . 
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